Umsetzung und I mplementierung einer FFT fir 8-Bit
Mikrocontroller der Firma Atmel

1. Theoretischer Ansatz

1.1 Mathematischer Hintergrund
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1.1 Periodisches zeitdiskretes Signal mit Abtastfenster

Das gewdhlte Zeitfenster mit der Periodendauer T, umfasst die Abtastwerte n = 0 bis
(K-1)Taund ist somit KT, lang. Dabei muss das Fenster fur die Berechnung
mindestens 2 Abtastwerte enthalten. Des Weiteren gelten folgende Zusammenhange:
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Der Hintergrund hierflir spiegelt sich auch im Abtasttheorem von Shannon wieder.
Dieses besagt, dass man mindestens 2 Abtastwerte bendtigt um ein Sinussigna
rekonstruieren zu konnen. Dieses Sinussignal hat dann die Frequenz f = f,/2.

Aufgrund der Abtastung ist alerdings das Spektrum bel f,/2periodisch und man
bendtigt mindestens 4 Abtastwerte um die Grundschwingung zu errechnen.
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Das heil: Werden im Zeitbereich K Abtastwerte aufgenommen, so ergeben sich,
aufgrund der Beziehung (1.2), im Frequenzbereich genau K Spektralwerte mit dem
Abstand der diskreten Frequenz Af. Die Summenformel der diskreten
Fouriertransformation lautet wie folgt:
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Die Berechnung der DFT mit 8 Abtastwerten soll anhand der nachstehenden Tabelle
gezeigt werden. Der Indize i entspricht der Nummerierung der diskreten Frequenz und
der Indize n der Nummerierung der Abtastwerte. Laut Summenformel werden alle
Spalten einer Zeile aufsummiert um die Komplexe Frequenz X(ji Af) zu erhalten.

Als Abtastfolge wird ein Sinussignal mit f = fA/8 angenommen.
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Tabelle 1.1.1 DFT — Berechnung einer Eingangsfolge

Betrachtet man die in Tabelle 1.1 dargestellten Multiplikationsfaktoren, so fallt auf,
dass die Faktoren einer Spektralinie X(jiAf) sich standig unter Anderung des
Vorzeichens wiederholen. Klammert man diesen aus der Summe aus, reduziert sich
die Anzahl der Multiplikationen von 8 auf 4. Diesen Effekt macht man sich bel der
Berechnung der Schnelle Fouriertransformation (FFT) zu nutzen. Die FFT selbst stellt
keine eigenstdndige Transformationsvorschrift dar, nur einen sehr effektiven
Algorithmus zur Lésung der diskreten Fouriertransformation.

Um diese Aussage genauer Prifen zu konnen, wird die gleiche Tabelle nur fir den
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& x(0) X(Ta) | X(2Ta) | X(3Ta) | X(4Ta) | X(5Ta) | X(6TA) | X(7Ta)

i\n 0 1 2 3 4 5 6 7
X(0) 0 1 1 1 1 1 1 1 1
X({Af) | 1 1 e—i% e—jg e-;%p 1 _e-,-g _e-,-% -e"%p
X(2Af) | 2 1 e—i% -1 _e-jg 1 e-jg 1 _e_J%
X(j3af) | 3 1 e—i%” _e—j% e—j% 1 _e-,-%l’ e-,-% -e_j%
X(j4Af) | 4 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
X(j5Af) | 5 1 | & _e-j%” 1 A N e_j%p
X(j6Af) | 6 1 _e—ig 1 e—jg 1 _e_jg 1 e_j%
X(7Af) | 7 1 [ IS I I W B S IR I

Tabelle 1.2 DFT — Berechnung allgemein

Wie schon in Tabelle 1.1 dargestellt, treten einige Faktoren mehrfach auf. Zur
weiteren Untersuchung sind die Zeilen markierte, in denen sich das Vorzeichen der
Faktoren in einer gemeinsamen Zeile dreht und die Zeilen, bei denen sich das
Vorzeichen nicht dreht.

Bsp.:
Zeille X(j3Af):  x(Ta) & x(5T,) = =180°% x(2T,) & x(6T,) = j = 180°
Zeille X(j6Af):  x(Tp) & x(5Ta)=J=0° ; X(2Ta) & x(6Tx) = =0°

Fur die Spektrallinie X (jAf) und X(j2Af) ergeben sich folgende Summenformeln:

X(101) = [0 - (4T, i1+ () - xTobe '+ @) - (e, e =+ bcar )t le ¢

. -2 2
X (j2Df) = [x(0) + x(4T,) |11+ [x(AT,) + x(5T,) [xe 2 + [x(2T,) + x(6T,)](- 1)+ [x(3T,) + x(7TA)]xg
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Wirde man die Untersuchung stattdessen auf die Spalten beziehen, so kommt man auf
das gleiche Resultat. Es ergeben sich daher 2 Wege der Herleitung. Werden die
Spalten zum Vereinfachen verwendet, so bleibt die Ausgangsrelhenfol ge erhalten.
Praktischerweise, da alle Eingangsvariablen rein reelle Zahlen sind, wird die zweite
Moglichkeit verwendet, da bei dieser die Ausgangsreihenfolge nicht sortiert werden
muss. Diesist vor alem dann wichtig, wenn der Algorithmus auf einen
Mikrocontroller oder FPGA umgesetzt werden soll, da hier nur der Realteil sortiert
wird.

Zusétzlich zu den Abhéngigkeiten in den Zeilen, betrachtet man nun die Abhangigkeit
der Spalten. Im Vergleich von Spektrallinie 2 und 6 wird deutlich, dass hier weiter
vereinfacht werden kann:

X(12D1) = [(0) * x(4T,) L+ [xaT,) + X(ST,)]re 2 +[x(2T,) + (6T} (- )+ [x3T,) + x(?h)]xé e’
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1.2 FFT nach dem RADIX-2 — Verfahren

Wie die Herleitung aus 1.1 ergab, konnen die Berechnungen von geradem und
ungeradem Index vereinfacht werden. Dieses Verfahren wird im RADIX-2
angewendet, in dem die gewinschte DFT in 2 halbe DFT’s fir gerade und ungerade
Indizes getrennt wird. Die entstandene halbe DFT kann anschlie3end nach dem
gleichen Prinzip wieder getellt werden, bis letztendlich nur noch 2 Werte vorhanden
sind. Hierfir ist die zwingende V oraussetzung, dass die Anzahl der Abtastwerte einer
Potenz von 2 entspricht.

Fir die bessere Ubersicht wird der so genannte Twiddle-Faktor definiert:

ek =y (15)

Wird die DFT bis auf 2 Werte heruntergebrochen, so ergibt sich fir den Index der
Abtastwerte n = 0;1. Der Twiddle-Faktor des Abtastwertes n = 0 wird dabei
automatisch zu 1. Am Beispiel der DFT-8 sieht Signalfluss der ersten Aufteilung wie

folgt aus:
x(0) — X(j0Af)
x(2) — X(J141)
DFT4

x(4) —p X(J241)
X(6) ——p X(j347)
x(1) > —» X(j441)

~ — - + X (j5Af
x(3) DFT4[ |13 — X(j547)
X(3) — g -+ ) —m X(j6Af)
X7) () —» X(j7Af)

1,

1.2 DFT/2 Aufteilung nach geraden und ungeraden Indizes

Mit diesem Hintergrundwissen, kann man nun recht einfach die Summenformel fir
gerade und ungerade Indizes aufstellen:

K-1 N
X(jiDf) = Qx(nT)re K

n=0
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X (jiDf) = x@nT,)xe 72 + B (2 + DT, )re K
n=0 n=0
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X(jiDf) = { x(@mnT,)re K/2+e’”Kxgax((zxn+1)TA)xe’" <2l
n=0 A N=0 .
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Wie schon in Kapitel 1.1 geschildert, zeigen nicht nur die Spalten Abhangigkeiten,
sondern auch die Zeilen. Dies wird nun auch bel der Auftellung im Signalgraph
berticksichtigt. Jedes Parchen kann dabel wie nachstehend gezeigt vereinfacht werden.
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Der resultierende Graph sieht anschlief3end wie folgt aus:

x(0) —» /=’O—>

x(2) —» /-;40_..
DFT 4

X(4) — />'®—>

X(0) — —

X(1)

x(3) — ™

X(5) g

X7)

iy

g

;)

An dieser Stelle misste nun wieder jede der beiden DFT 4 nach diesem Prinzip
aufgeteilt werden. In jeder einzelnen Stufe ergeben sich daher eine unterschiedliche
Anzahl von zu verarbeitenden Abtastwerten und somit andere Twiddle-Faktoren. Da
das Betragsspektrum allerdings periodisch mit f4/2 ist, muss die letzte Subtraktion fir
X(j4Af) bis X(j7Af) nicht berechnet werden. Fiir die Entwicklung eines Algorithmus
fir einen entsprechenden Mikrocontroller wird mit einer FFT-16 begonnen, da hier 8
Spektrallinien entstehen und sich die Berechnung noch in Grenzen hdlt. Eine spétere
Erweiterung auf hdherwertige FFT's ist kein Problem. Nachstehend dargestellt ist die
maximale Aufteilung der Abtastwerte bis zu einer DFT-2, durch deren Namen dieses

g

Berechnungsverfahren RADIX-2 gibt.
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1.3 Sortierung der Abtastwerte
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Butterfly — Graph fur FFT 16
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Bel genauer Betrachtung des Butterfly — Graphen sind einige Abhangigkeiten
erkennbar, die eine Berechnung héherwertiger FFT's ermdglicht ohne fir diese den
Graphen aufstellen zu missen.

Die 0.Stufe muss separat betrachtet werden. Alle nachfolgenden Stufen, mit dem
Stufenindex S ergeben sich nach folgenden Regeln:

S
Offset der Additionsparchen: 2

S
Offset der Twiddlefaktorposition: 2~ +1

n

Twiddlefaktor: o fir 1En£2°-1

1.3 Fensterung

Grundsétzlich lasst sich die Eingangsfolge direkt wie in den vorherigen Kapiteln
berechnen. Dabel wird allerdings immer angenommen, dass sich ein ganzes Vielfaches
der Signalfrequenz innerhalb der Abtastzeit befindet. Ist die Signalfrequenz kein ganzes
Vielfaches, so entstehen beim aneinanderreihen der Abtastfenster Unstetigkeiten. Durch
diese entstehen neue Spektralinien und alte werden Aufgeweitet. Um dies zu
unterdriicken werden die Abtastwerte verschieden Gewichtet. Die Wichtung kann dabel
durch verschiedene Fenster erfolgen. Die Auswahl einer geeigneten Fensterfunktion ist
immer ein Kompromiss zwischen Seitenbandunterdriickung und Breite der
Spektrallinien. Werden die Abtastwerte nicht verandert, so entspricht dies eines
Rechteckfensters. Nachstehend sind die Berechnungsvorschriften verschiedener
Fensterfunktionen aufgelistet.

Bartlett-Fenster
T2y opke Xt
¥ -1 2
{wk)}= .12- ZklfUr K-1 kek-1
! 0 sonst

1

Hanning-Fenster

eK-1g
1 0 sonst

1 220K § ...
0,5-0,5¢co fir OEKEK-1
{wio}=1 ¥K-1p

Hamming-Fenster

K-1g
1 0 sonst

1 & 20K G,
10,54 - 0,46 co! fir OEKEK-1
{wo %
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Blackman-Fenster

2pko & 4p 0

042 0,5co -+ 0,08co! fir O£EKEK-1
{weo}=1 39 1g 39 1

T 0 sonst

Welch-Fenster

Ioe2k-Ku® ..
faco}= 15 x g fr OEKEK-1

1 0 sonst

— Hamming
— Hanning

Blackman
-~ Bartlett
— Welch

1,5

0,5

— Abtastwert
—— Hamming

-0,5

-1,5

Wie man erkennen kann, wirde bei der ndchsten Abtastung ein Phasensprung entstehen, der
neue Frequenzen erzeugt. Dieser wird durch das Hammingfenster gut unterdriickt.

Alexander Liebhold 8 15.02.2008



2. Umsetzung

2.1 Benoétigte Register und Speicher

Fur die Berechnung werden immer jeweils 2 Samplespeicher bendtigt. Dabel stehen
nach jeder Stufe abwechselnd die Ergebnisse in dem Speicher. Des Weiteren werden
folgende Register verwendet:

Register Bezeichnung Verwendung
High - Adresse Samplespeicher
RO A_sample & (Imagindrteil)
Lowy - Adrezse Samplespeicher
R1 A_samplell & (Imagindrtei)
High - Adrezse Samplespeicher
Rz A _SampleRH & (Resheil)
Loy - Adrezse Samplespeicher
R3 A _SampleRl B, (Reatteil)
High -Adresse Samplespeicher
R4 B_samplelH B (Imagindrtei)
Low -Adresse Samplespeicher
RS B_Samplell B (Imaginérteil)
High - Adresse Samplespeicher
R& B_SampleRH B (Resktei
Lowy - Adresse Samplespeicher
RT B_=ampleRlL B (Reatteil)
R16 (] Datenregister 0
huttiplikand for 1681
R16 meds Multiplikationsr outine
R17 ()| Datenregister 1
Multiplikator & Low-Ergebnis fir
R17 mps 166t Muttiplikstionsroutine
R18 D2 Datenredister 2
High - Ergebnis fir 166
R18 misH Multiplik stiori=r outine
R19 (] Datenregister 5
Schleifenzahler fir 1661
R19 mentss Multiplik ationsr outine
R20 counter Téhler 1
R21 courter 2 Zahler 2

Fur den ersten Codeentwurf wird fir jede Stufe das entsprechende Teilprogramm
aufgestellt. Spéter bel der Optimierung kdnnen diese aufgrund der Abhangigkeitenin
gemeinsame Schleifen eingebettet werden. Der erste Schritt besteht nun in der
Vorbereitung der Eingangswerte.



2.2 Eingangswerte

Fur die Abtastung soll der im Mikrocontroller integrierte ADC verwendet werden. Da
dieser nur unipolare Signae von 0 bis 25V abtasten kann, missen ale
Eingangssignale einem definierten Offset von 1,25V auferlegt bekommen. Die
Amplitude des Eingangssignals darf folglich nicht grofer £1,25V betragen. Die nun
abgetasteten Werte missen, da sie ja kiinstlich um einen Wert von 1,25V angehoben
wurden, mit VVorzeichen behandelt werden. Das heif3t, ale Samplewerte werden in das
2er — Komplement Ubertragen, wobei der Wert 0x80 (1,25V) der Nulllinie entspricht.

Als néchsten Schritt wird nach der Abtastung von K 8Bit-Samples die gewiinschte
Wichtung durch die Fensterfunktion vorgenommen. Hierbei tritt nun das erste Problem
auf. Alle Faktoren liegen in einem Wertebereich von {0...1}. Da keine
Gleitkommafunktionen zur Verfigung stehen, missen ale Werte entsprechend
Skaliert werden. Sinnvollerweise nimmt man hier Faktoren die einer 2er — Potenz
entsprechen, da dies die Reskalierung erheblich vereinfacht.

Beispiel:
k Hamming skalierung 128  Rundung Fehler
0 0,08 10,16 10 0,00125
1 0,119769089 15,21067436 15 0,00164589
2 0,232199921 29,48938998 29 0,00382336
3 0,397852183 50,52722719 51 -0,00369354
4 0,588083093 74,68655282 75 -0,00244881
5 0,77 97,79 98 -0,00164063
6 0,912147817 115,8427728 116 -0,00122834
7 0,989947896 125,7233828 126 -0,00216107
8 0,989947896 125,7233828 126 -0,00216107
9 0,912147817 115,8427728 116 -0,00122834
10 0,77 97,79 98 -0,00164062
11 0,588083093 74,68655282 75 -0,00244881
12 0,397852183 50,52722719 51 -0,00369354
13 0,232199921 29,48938998 29 0,00382336
14 0,119769089 15,21067436 15 0,00164589
15 0,08 10,16 10 0,00125

Da der Mikrocontroller nur 8Bit breite Register hat, kann maximal mit einem Faktor
von 256 skaliert werden. Da dlerdings alle Werte im 2er-Komplement angegeben
sind, bleibt als grofitmoglicher Skalierungsfaktor 128 tibrig. Die Multiplikation zweier
8Bit — Zahlen ergibt immer eine 16Bit-Zahl. Das Ergebnis wird anschlief3end durch
den Skalierungsfaktor geteilt. Eine Rundung durch den Nachkommanteil sollte in
gpateren Programmen berlicksichtigt werden.

10x0,707 = 7,07

10+(0,707x128) = 90496 _ 7 o7

128
Der Vorteill bei der Verwendung eines Skalierungsfaktors der Potenz 2 ist die
Division. Bel bindren Zahlen bedeutet eine Verschiebung aler Bits um eine Stelle
nach rechts, eine Division von 2. Folglich muss bel einer Division von 128 nur sieben
mal logisch rechts geschoben werden. Dadurch kann der Rechenaufwand sehr gering
gehalten werden. Das Ergebnis ist wieder eine 8Bit-Zahl, die nun flur die Analyse zur



Verfligung steht. FUr eine spétere Auswertung des Nachkommanteils miisste jedes aus
dem Register geschobene Bit in ein weiteres Register geschoben werden. Dieses
enthdt dann den kompletten Nachkommaanteil. Dies wird fur das erste lauffahige
Programm noch nicht berticksichtigt.

Das Programm wird zu Beginn mit allen Registerdefinitionen, dem Laden des
Stackpointers und der Einbindung der 16Bit-Multiplikationsroutine initialisiert. Die
16Bit — Routine entstammt von Atmel aus dem File ,avr200.asm“, welches von der
Firmenhomepage heruntergeladen werden kann. Aus diesem wird nur die Routine 8x8
Bit Sgned Multiplication benttigt. Da das Ergebnisregister High bereits durch einen
Wert belegt sein kann, muss dieses auf dem Stack gesichert werden. Nachstehend
dargestellt ist die Subroutine, die am Programmende eingefiigt wird.

mpy8s:

push D3 ;backup D3

sub m8sH,m8sH ;Clear result High byte and carry

Idi mcnt8s,8 ;init loop counter

m8s_1:

brcc m8s 2 ;if carry (previous bit) set

add m8sH,mc8s -add multiplicand to result High byte
m8s_2:

sbrc mp8s,0 Jif current bit set

sub m8sH,mc8s ; subtract multiplicand from result High
asr m8sH ;shift right result High byte

ror m8sL ;shift right result L byte and multiplier
dec mcnt8s ;decrement loop counter

brne m8s 1 ;if not done, loop more

pop D3 ;restore D3

ret

I nitialisierung:

.include "M 16def.inc"

.def A SanplelH=r0 ; Adresse Sanpl espei cher A(lmaginarteil)
.def A SanplellL=r1l

.def A Sanpl eRH=r2 ; Adresse Sanpl espei cher A(Realteil)
.def A Sanpl eRL=r3

.def B_Sanpl el H=r4 ; Adresse Sanpl espei cher B(Ilnaginarteil)
.def B_SanplellL=r5

.def B_Sanpl eRH=r6 ; Adresse Sanpl espeicher B(Realteil)
.def B_Sanpl eRL=r7

.def DO=r16 ;mul tiplicand

.def Dl=r17 ;rmultiplier/result | ow byte

.def D2=r18 ;result H gh byte

.def D3=r19 ;1 oop counter

.def counterl=r20
.def counter2=r21



; ¥****% Subroutine Register Variables

. def
. def
. def
. def
. def

.org
rjnp

start:

nc8s=r 16
nmp8s=r 17
nmBslL=r17
nmBsH=r 18
ncnt 8s=r 19

mul tiplicand

;mul tiplier
;result Low byte

result H gh byte
| oop counter

$0
start

/11 oad stackpointer

| di
out
[ di
out

[ di

[ di

nov
| di
| di
add
brcc
i nc

DO, HI GH( RAVEND)
SPH, DO

DO, LON RAVEND)
SPL, DO

DO, HI GH( SRAM_START)

A _Sanpl el H, DO
DO, LON SRAM_START)
A _Sanpl el L, DO

DO, HI GH( SRAM START)

A _Sanpl eRH, DO

DO, LON SRAM _START)
D1, 16

Do, D1
no_carry_ A RH

A _Sanpl eRH

no_carry_A RH:

nov

[ di

nov
| di
| di
add
brcc
i nc

A_Sanpl eRL, DO
DO, HI GH( SRAM_START)

B Sanpl el H, DO

DO, LON SRAM _START)
D1, 32

Do, D1
no_carry B IH

B Sanpl el H

no_carry B IH

nov

[ di

nov
| di
| di
brcc
i nc

B _Sanpl el L, DO
DO, H GH( SRAM_START)

B_Sanpl eRH, DO

DO, LON SRAM_START)
D1, 48
no_carry_B RH

B Sanpl eRH

no_carry_B RH

nov

B_Sanpl eRL, DO

;| ade Adresse Sanpl espei cher
;A (Imaginarteil)

;| ade Adresse Sanpl espei cher

;A (Realteil)

;OFfset = 16

;| ade Adresse Sanpl espei cher
;B (I magi narteil)

;O fset 32

;1 ade Adresse Sanpl espei cher
;B (Realteil)

;OFfset 48



Die Adressen der einzelnen Samplespeicher im RAM sind nun geladen. Dabei liegt zu
Beginn der Imaginarteil des Samplespeichers A im RAM und nach 16 Werten
anschliefend der Redteil des Samplespeichers A. Wird die Wertigkeit der FFT
verandert, so muss das Offset angepasst werden.

AnschliefRend an die Definition konnte eine Benutzerauswahl des zu verwendenden
Fensters durchgefiihrt werden. Daraufhin erfolgt der Abtastvorgang von 16
aufeinanderfolgenden Werten, der durch einen Timer ausgel0st wird. Die eingestellte
Timerzeit entspricht dabel der Abtastfrequenz fao und bestimmt somit die diskrete
Frequenz Af, also den Frequenzabstand der Spektrallinien. Dieser Vorgang soll spéter
Umgesetzt werden. Zu Beginn werden im Simulator entsprechende Abtastwerte
vorgegeben.

Diese 16 Werte werden zu Beginn in den Imaginarspeicher A geschrieben, diesist nur
ein  zweckentfremdeter Zwischenspeicher da diese AnschlieRend in  den
Realteilspeicher einsortiert werden mussen. Die erste Routine ist die Fensterung. Die
Werte werden dabel um den Faktor 128 Skaliert im Programm abgelegt und durch den
Z-pointer geladen.

shkkhkhkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkhkkhkkhkkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkkkx*x*x
1
: Fenst er f unkti on

’

*

*

;* Nunmber of Words : 16

;* Nunber of cycles 2070 (incl."nmpy8s" routine)

;* low regi ster used ro,ril

;* high register used : rl16-r21

7***************************************************************

| di ZH, Hl GH( Hanmm ng_W ndow<<1) ; Poi nter Fensterfunkt.| aden

| di ZL, LON Hami ng_W ndow<<1)

nov XH, A_Sanpl el H ; Poi nter ADC-\Werte | aden

nov XL, A _Sanpl el L

| di counter2, 16

| oop_fensterung:

I d np8s, X ;| ade Sanpl ewert

[ pm nc8s, Z+ ;| ade Gewi cht sf akt or

rcal | npy8s ;8*8Bit = 16Bit - Routine

| di counterl,7

rescal e_f ensterung: ;rescal e(1 *x*128)/128 --> 7x
; shi eben rechts

| sr nB8sH

ror nB8sL

dec counterl

br ne rescal e_f ensterung

st X+, mBsL ; save Sanpl ewert

dec counter2 ; Al'l e Sanpl es durchl auf en?

br ne | oop_f enst erung

Hamm ng_W ndow:

.db 10, 15, 29, 51, 75, 98, 116, 126, 126, 116, 98, 75, 51, 29, 15, 10

Rect angl e_W ndow:

.db 128, 128, 128, 128, 128, 128, 128, 128, 128, 128, 128, 128, 128, 128, 128, 128



Hamming Eingangsfolye Ergebnis
10 10 0
15 10 1
29 10 2
a1 10 3
s 10 ]
95 10 7
116 10 5
126 10 5
126 a 0
116 a 0
a5 a 0
75 a 0
51 a 0
29 a 0
15 a 0
10 a 0
Vorgabe der Eingang swerte Ergebnis Fensterung
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