3 Theorie der Leitungen

3.1 Leitungsgleichungen

3.1.1 Spannungs- und Stromverteilung

In Abschn. 2.5.2 haben wir bereits die Leitungsgrofen U(z) und I(z) eingefiithrt und ihre
enge Beziehung zu den Feldgréfien erkannt. Wir wollen in diesem Kapitel den Verlauf
von Spannung und Strom entlang einer Hochfrequenzleitung von einem physikalisch
begriindeten Ersatzschaltbild ableiten. Insbesondere werden wir die Verhéltnisse auf
einer Leitung betrachten, wenn diese mit verschiedenen Impedanzen Z, abgeschlossen
ist (Abb. 3.1). Die Impedanz Z sehen wir allgemein als Verbraucher an. Ohne Be-
schrankung der Allgemeingiiltigkeit wiahlen wir das Leitungsende, also den Ort von Zs
als Nullpunkt der Langenkoordinate z entlang der Leitung.

Am Leitungsanfang wird elektrische Leistung von einem Generator mit Innenwider-
stand R; in die Leitung eingespeist. Aufgabe der Leitung ist es, diese Leistung dem
Verbraucher zuzufiihren. Die folgenden Betrachtungen sollen auch zeigen, unter wel-
chen Voraussetzungen diese Aufgabe optimal erfiillt wird.

Zur Berechnung der Strom- und Spannungsverteilung verwenden wir das Ersatz-
schaltbild in Abb. 3.2 zur Beschreibung eines Abschnitts der Lange Az einer homo-
genen Doppelleitung. Die Leitungseigenschaften werden dabei durch ldngenbezogene
Groflen, so genannte Beldge, beschrieben. Eine verlustfreie Leitung besitzt einen Kapa-
zitétsbelag C’ (in F/m) und einen Induktivitétsbelag L’ (in H/m). Bei realen Leitungen
entstehen Wirkverluste durch den Widerstand der Leiter und durch Verluste des Di-
elektrikums. Letztere sind verursacht durch Leckstréme und durch Polarisationsverlus-
te. Die Leiterverluste werden durch den Widerstandsbelag R’ (in ©/m) beschrieben. Die
dielektrischen und Isolationsverluste finden ihre Beriicksichtigung im Ableitungsbelag
G’ (in S/m).

Zi

Uo ¢ U(z) Zo

Abb. 3.1: Spannung und Strom auf einer Leitung
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Abb. 3.2: Ersatzschaltbild eines Leitungsabschnitts der Lange Az zur Herleitung der Leitungs-
gleichungen

Wir betrachten nun einen kurzen Leitungsabschnitt der Lénge Az. Die Elemente
des Ersatzschaltbildes (Abb. 3.2) ergeben sich durch Multiplikation der Leitungsbelége
mit der Lange Az des Abschnitts. An seinem Anfang (Langenkoordinate z) liege die
Spannung U(z) und der Strom I(z) vor. An seinem Ende (Léngenkoordinate z + Az)
haben sich diese beiden Gréflen um AU bzw. Al gedndert. Wir kénnen also

U(z+ Az)=U(z) — AU (3.1a)
I(z+Az)=1I(z) — Al (3.1b)

schreiben. AU ist der Spannungsabfall an den Langselementen und Al ist der in den
Querelementen flieende Ableitungsstrom. Wir kénnen daher schreiben:

AU = (R'Az + jwLl'Az) - I(z + Az) (3.2a)
Al = (G'Az + jwC'Az) - U(2) . (3.2b)

Durch den Grenziibergang Az — 0 erhalten wir hieraus die gekoppelten Differenzial-
gleichungen

dU(z)

o - (R + jwlL') - I(2) (3.3a)
d{fj) = (G’ + jwC") - U(2), (3.3b)

denen die Strom- und Spannungsverteilung der Leitung gehorcht. Wenn wir (3.3a)
ein weiteres Mal nach z ableiten und den entstehenden Ausdruck df/dz durch (3.3b)
ersetzen, erhalten wir die homogene Differenzialgleichung

d?U(z)
dz2

— (R + jwL)(G' + jwC"U(2) =0 (3.4)

fiir die Leitungsspannung U(z). Differenzialgleichungen von dieser Gestalt sind uns
schon 6fter begegnet und wir wissen bereits, dass ihre Losungen Exponentialfunktionen
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Abb. 3.3: Uberlagerung von hin- und riicklaufender Welle zur Gesamtspannung und zum Ge-
samtstrom

sind. Durch Einsetzen bestétigt man leicht, dass die Funktion
U(z) =Upe 7+ U et (3.5)

mit der Abkiirzung

7 = VR T L)@+ jwC) = ju IO (1 - j 25)(1 - j55) (3.6)

eine allgemeine Losung von (3.4) darstellt. Wir identifizieren (3.5) als Uberlagerung
zweier gegenldufiger Spannungswellen mit den komplexen Amplituden U}, und U; und
dem Ausbreitungsmaf} . Im allgemeinen Fall ist v = a4+ j0 komplex und man bezeich-
net « als Dampfungskonstante und (3 als Phasenkonstante. Die Dampfungskonstante
a wird erwartungsgeméfl Null, wenn R' = 0 und G’ = 0, also wenn die Leitung ver-
lustfrei ist. Die Amplituden der Spannungswellen bleiben in diesem Fall entlang der
Leitung konstant und ihre Phase dreht mit £3z. Bei verlustbehafteten Leitungen wer-
den die Spannungswellen entsprechend e~ %% exponentiell bedampft. Bei verlustfreien
Leitungen ist v = j8 und es ergeben sich die Losungen

U(z) = Uy -e P2 4 U, - 7P (3.7a)
I(z) =1, -e 9P — ], .etib= (3.7b)

fiir die Differenzialgleichungen (3.3). Die Gleichungen (3.7a,b) beschreiben die Uberla-
gerung zweier gegenlaufiger Leitungswellen, die sich unbeddmpft ausbreiten. Ihre Span-
nungsamplituden iiberlagern sich gleichgerichtet, die Stromamplituden entgegengesetzt
gerichtet. Wir halten dieses zunéchst als Ergebnis der Suche nach Losungen fiir die Lei-
tungsgleichungen fest. In Abschnitt 3.1.3 werden wir genauer auf die Ursachen fiir das
Auftreten von reflektierten Wellen und deren Charakterisierung eingehen.

Zur besseren Vorstellung wollen wir die Bedeutung von (3.7) durch den Ubergang
in den Zeitbereich verdeutlichen. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass keine
riicklaufende Welle vorliegt. Dies kann entweder durch geeignete Mafinahmen sicherge-
stellt sein (reflexionsfreier Abschluss) oder wir begniigen uns zu diesem Zweck mit der
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Abb. 3.4: Verlauf von Leitungsspannung, Spannungs- und Stromamplitude und deren Phase
iiber der Langenkoordinate z

Vorstellung einer vom Generator aus unendlich ausgedehnten Leitung. Die Leitungs-
gleichungen (3.7) nehmen dann die einfachere Form
U(z) =Uy -e P2 (3.8a)
I(z) = I, - 952 (3.8b)

an. Die Bildung der entprechenden harmonischen Zeitfunktionen geschieht durch Mul-
tiplikation mit e/“* und Realteilbildung:

u(t,z) = Re {Uj, - eI8=. e/} = |Uy| cos(wt — Bz + ¢n) (3.9a)
i(t,z) = Re {I, - e 977 . e/“'} = |I| cos(wt — Bz + ¢pn). (3.9b)

Wie bei der ebenen Welle im freien Raum handelt es sich also um Funktionen mit kosi-
nusférmiger Abhéngigkeit sowohl tiber der Zeit ¢t wie auch tiber dem Ort z. Betrachten
wir den Verlauf von u(t, z) zu festen Zeitpunkten und fiir alle z, so finden wir einen ko-
sinusformigen Spannungsverlauf, der sich mit wachsender Zeit als Ganzes in Richtung
wachsender z verschiebt.
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3.1 Leitungsgleichungen 51

3.1.2 Wellenwiderstand

Im vorherigen Abschnitt haben wir gefunden, wie sich die Spannung U(z) und der
Strom I(z) entlang einer Leitung, deren infinitesimale Abschnitte durch das Ersatz-
schaltbild in Abb. 3.2 beschrieben werden, bei monofrequentem Betrieb dndern. So-
wohl Spannung als auch Strom ergeben sich als Uberlagerung zweier entgegengesetzt
laufender Wellen. Bei weiterer Betrachtung findet man, dass Spannung und Strom
nicht unabhéngig voneinander sind, sondern in einem festen Zusammenhang stehen,
der durch die Gleichungen (3.3) gegeben ist. Die Umformung von (3.3a) ergibt

1 dU
12)=———""—F—. 3.10
G =Rl @ (8.10)
Die 6rtliche Anderung der Spannung
dU
o = e Hqle (3.11)

gewinnt man aus der Losung (3.5). Setzt man (3.11) in (3.10) ein, so ergibt sich

gl - gl
1(2) = =———=Upe " — ———U,e"*. 3.12

&)= o e R+ jol '€ (3.12)
Zwischen U(z) und I(z) liegt also offenbar nur ein fester Faktor (R’ + jwL')/v, der
deshalb die Dimension eines Widerstandes besitzt. Er heifit Leitungswellenwiderstand
Z1, und kennzeichnet wesentlich die Eigenschaften von Hochfrequenzleitungen. Mit (3.6)
ergibt sich

R + jwl’ | R + jwL’
2L = 0% = G/ _|_ij/ ' (3.13)

Der Leitungswellenwiderstand Zp, ist also wie das Ausbreitungsmafl v ausschliellich
durch die Leitungsbelédge und damit vom geometrischen Aufbau des Wellenleiters be-
stimmt. Allgemein setzt die Beschreibung der Verhéltnisse durch den Leitungswellen-
widerstand voraus, dass die Groflen U(z) und I(z) — wie in Abschn. 2.5.2 dargelegt —
sinnvoll definiert werden kénnen.

Das auf einer Leitung vorliegende elektrische und magnetische Feld bestimmt auf
diese Weise auch die ortlichen Werte von Spannung und Strom. Daher ist der Leitungs-
wellenwiderstand letzendlich durch die Form des elektromagnetischen Leitungsfeldes
und daher von der Leitungsgeometrie bestimmt. Allgemein fiithrt der Weg zur Bestim-
mung des Wellenwiderstandes also liber eine Analyse der Feldstruktur. Die einfache
Struktur des idealisierten Bandleitungsfeldes erlaubt jedoch ein versténdliches Beispiel
fiir den Zusammenhang zwischen Z1, und den Abmessungen der Leitung. Wir betrach-
ten dazu den verlustfreien Fall, in dem sich der Leitungswellenwiderstand aus

L/
Z.=\& (3.14)
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Abb. 3.5: Berechnung des Wellenwiderstandes am Beispiel einer Bandleitung (a) Kapazitits-
belag (b) Induktivitdtsbelag

ergibt. Zur Berechnung der Beldge L’ und C’ betrachten wir kleine Leitungsabschnitte
der Liange Az (Abb. 3.5). Ein Leitungsstiick der Lénge Az besitzt bei einem Leiter-
abstand b und einer Leiterbreite a die Kapazitiat C' = ealAz/b. Der Kapazitétsbelag
C' = C/Az ist also

o =2, (3.15)

b

Zur Bestimmung des Induktivitdtsbelages ist der vom Strom I hervorgerufene magneti-
sche Fluss @ je Langeneinheit zu ermitteln (s. Abschn. 4.3). Unter Vernachlassigung des
Streufeldes auflerhalb der Bandleitung liefert das Durchflutungsgesetz den Zusammen-
hang H = I/a zwischen Leitungstrom I und der homogenen magnetischen Feldstérke
H zwischen den Bandleitern. Der magnetische Fluss durch einen Abschnitt der Lénge
Az ist damit ® = pH - Az - b und der Induktivititsbelag daher

) b

L = = u—.
I-Az 'ua

(3.16)

Der Leitungswellenwiderstand einer verlustfreien Bandleitung ist also ndherungsweise

[0 [n b
21, =\ = =\ 5— = —Zr. 1
b c’ PEEE (3:17)

Er hiangt — wie bei allen TEM-Leitungen — nur von den Eigenschaften des Dielektrikums
und vom geometrischen Aufbau der Leitung ab. Bei Leitungen mit mehreren Feldtypen
(s. Abschn. 6.4.5) besitzt zudem jeder Feldtyp einen ihm eigenen Feldtypwiderstand.
Die zugehorigen Leitungsgrofien Spannung und Strom sind wegen der bei hoheren Feld-
typen nicht mehr gegebenen transversalen Wirbelfreiheit entweder gar nicht mehr oder
als flachenintegrale Grofle definiert.

3.1.3 Reflexionsfaktor

In der Leitungstheorie erweist es sich als vorteilhaft, die Beziechung zwischen der hin-
laufenden und der riicklaufenden Welle durch eine Kennzahl, den Reflexionsfaktor zu
beschreiben. Die Behandlung und das Verstdndnis von Leitungsschaltungen vereinfacht
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sich dadurch erheblich. Die Leitungsspannung U(z) ergibt sich an jeder Stelle z durch
die Addition (3.5) der komplexen Spannungsamplituden von hin- und riicklaufender
Welle. Als Reflexionsfaktor r(z) definiert man an jeder Stelle der Leitung

Reflexionsfaktor — komplexe Amplitude der riicklaufenden Welle

komplexe Amplitude der hinlaufenden Welle

also in Formelschreibweise

U, - et
_ ] 3.18
') = s (3.13)
Zur Herleitung der Beziehung zwischen Impedanz und Reflexionsfaktor begeben wir
uns zur Vereinfachung, aber ohne Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit an die Stelle
z = 0. Dort betrdgt der Reflexionsfaktor

Uy
= = 3.19
T2 Uy, ( )
und die Impedanz ist
Uh + Ur
Ty =21+ —— . 3.20
=T (3.20)

Nach Division dieser Gleichung mit U}, und Einsetzen von (3.19) erhalten wir die auf
den Wellenwiderstand normierte Impedanz

Zy 147y
=22 = . 21
=2 ZL 1 — T2 (3 )
Durch einfache algebraische Umformung erhélt man
-1 Zy—-Z
py= 2 - o227 L (3.22)

Z2+1_Z2+ZL.

Weil die Stelle z = 0 willkiirlich gewéhlt werden darf (sie stellt lediglich den Phasenbe-
zug fiir Uy, und U, dar), gilt dieser eineindeutige Zusammenhang zwischen normierter
Impedanz und Reflexionsfaktor ganz allgemein. Wir werden davon in Abschnitt 3.3
noch intensiv Gebrauch machen.

3.1.4 Leistungstransport

Bevor wir die Betrachtungen zum Leistungstransport auf Leitungen anstellen, wollen
wir kurz die Formeln zur Behandlung von Wirk-, Blind- und Scheinleistung wiederholen.
Liegt an den Klemmen eines Zweipols die Spannung U und flie8t der Strom I, so nimmt
der Zweipol die komplexe Scheinleistung

1
S:§~U~I*:Pw+jp]3 (3.23)
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54 3 Theorie der Leitungen

auf. Dabei wird ein Verbraucherzéhlpfeilsystem vorausgesetzt. Den Realteil der Schein-
leistung bezeichnet man als Wirkleistung Pyw und ihren Imaginérteil als Blindleistung
Pg. Im Zeitbereich ist die Wirkleistung der zeitliche Mittelwert p(t) der Momentan-
leistung p(t) = wu(t) - i(t), die sowohl positive als auch negative Werte annehmen kann.
Das Vorzeichen kennzeichnet dabei lediglich die momentane Richtung (in den Zweipol
hinein oder aus ihm heraus), in die Leistung transportiert wird. Ist p(¢) zu keiner Zeit
negativ, so liegt ausschliefilich Wirkleistung vor. Das andere Extremum tritt bei einer
Phasendifferenz von +90° zwischen u(t) und i(¢) auf. Dann ist p(¢) = 0, es liegt aus-
schlieflich Blindleistung vor. Im zeitlichen Mittel setzt der Zweipol dann keine Leistung
um.

Wir kénnen diese Betrachtungen direkt auf Leitungen {ibertragen. Im Fall einer rein
vorlaufenden Welle erhalten wir mit (3.8) fiir die Scheinleistung am Ort z

_1 vy Ll
SE) =5 UE) - T'E) =55

(3.24)

wobei noch I, = Uy /Z1, verwendet wurde. Wir erkennen, dass Im{S(z)} = 0. Weil bei
einer rein vorlaufenden Welle U(z) und I(z) phasengleich sind, tritt keine Blindleistung
auf und wir identifizieren
1 |Unl?
P =—— 3.25

W =5 (3.25a)
als die von der hinlaufenden Welle transportierte Wirkleistung. Mit vollig analogen
Uberlegungen erhéalt man

1 U
Py,=—- - —- .25b
WrTe (3:25b)
als die Wirkleistung der rﬁcklaufenden Welle.
Berechnen wir allgemein (bei Uberlagerung einer hin- und einer riicklaufenden Welle)
die transportierte Wirkleistung an der Stelle z als Realteil der Scheinleistung mit

Py = Re {; U(2) ~I*(z)} , (3.26)

so erhalten wir mit (3.7), mit (3.19) und mit I, , = Uy ,/ZL

_ 1 |Uu? 2
Pw—i'TL'(1*|7’2|)~ (3.27)

Aus (3.19) folgt auch, dass Pw, = |r|* - Pw . Die transportierte Wirkleistung ist
bei einer verlustfreien Leitung also an jeder Stelle z gleich, und sie ergibt sich als

Differenz Py = Pw 1 — Py, zwischen der Wirkleistung Pw 1, der hinlaufenden und der
Wirkleistung Py . der riicklaufenden Welle.
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3.1 Leitungsgleichungen 55

Wir untersuchen noch den Fall einer rein vorlaufenden aber beddmpften Welle. Fiir
Spannung und Strom auf der Leitung erhalten wir dann

U(z)=U-e7? (3.28a)
I(z)=1-e777 (3.28b)

mit I, = Up/Z1,, dem komplexen Ausbreitungsmafl v = « + j8 und der Spannung
Uy, = U(0). Die Bildung der nun z-abhéngigen Wirkleistung ergibt

Py(z) = Py-e7?%%, (3.29)
wobei
1 |On* 1 9
Py==. = .\ LI*Z 3.30
0T o 5 [l 2 (3.30)

die von der hinlaufenden Welle transportierte Wirkleistung am Ort z = 0 ist. Die trans-
portierte Wirkleistung nimmt also mit wachsendem z exponentiell ab, wie aufgrund der
nun berticksichtigten Wirkverluste auch zu erwarten ist. Zur Berechnung der pro Lén-
geneinheit dissipierten Leistung haben wir die Wirkleistung Pw(z) lediglich nach z
abzuleiten und erhalten

P 2
aazv = 2aPw(z) = —a ‘[;IJ e = —a|I|? 7y, - e (3.31)
Damit kénnen wir den Verlustleistungsbelag
8PW «
Py =-———=aZi|l(z)]? = —|U(2))? 3.32
v = - S =z = £ UG (332)
mit [1(2)* = [I,]?e72%% und |U(2)|? = |Up|?e~2** definieren. Fiir die Dimension des

Verlustleistungsbelages gilt [Py’'] = W/m. Schreibt man (3.32) durch Division der Ein-
heiten V oder A in der Form
)P a o UG

[ . 2. —_ —_—.
Pv—OéZLA A2 ZL V2 s

(3.32)

dann kann man aZp, - A% als den Wert des Verlustleistungsbelages betrachten, wenn
ein Strom von |I(z)| = 1 A fliefit. Ebenso ist (a/ZL) - VZ der Wert von Py’, wenn die
Leitungsspannung |U(z)| = 1V betrigt. Beide Werte konnen (bei bekanntem Wellen-
widerstand Zy,) zur eindeutigen Beschreibung der Verlusteigenschaften einer Leitung
herangezogen werden.

3.1.5 Dampfungskonstante bei kleinen Verlusten

Im allgemeinen Fall ergibt sich die Dampfungskonstante a als Realteil des Ausbrei-
tungsmasses v nach (3.6). Unter der Annahme, dass die Wirkverluste klein seien, also
R <« wl/ und ¢’ < wC’, kann (3.6) mit der Naherung /1 — 2 ~ 1 — /2 in der Form

R G’
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Uo¢ r 21 r Za

Z1,T1 22,12

Abb. 3.6: Zur Transformation des Reflexionsfaktors

geschrieben werden. Fiir die Dampfungskonstante « ergibt sich damit die einfachere
Darstellung

vL'C' (R G 1 /C 1 [ L
o = — + = = *RI — + 7G/ o (334)
2 L 2 L 2 o
Falls es ferner zutrifft, dass die Leitungsverluste im Wesentlichen Langsverluste und
weniger Querverluste sind, reduziert sich (3.34) weiter zu

1 [C’

Unter dieser Voraussetzung kann also die Leitungsddmpfung durch eine Vergréfierung
des Induktivitdtsbelages verkleinert werden. Fine entsprechende Mafinahme ist die so
genannte Pupinisierung einer Leitung. Dabei wird der Induktivitatsbelag durch in re-
gelméaBigen Abstinden eingeschaltete konzentrierte Serieninduktivitdten (Pupinspulen)
vergrofert.

3.2 Leitungen mit beliebigem Abschluss

3.2.1 Transformation des Reflexionsfaktors

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, auf welche Weise der Reflexionsfaktor
entlang einer Leitung transformiert wird. Insbesondere fiihren diese Betrachtungen zur
Bestimmung der Eingangsimpedanz Z; einer Leitung der Lange ¢, die mit der Impedanz
Zs abgeschlossen ist (Abb. 3.6).

Der Reflexionsfaktor r ist an jeder Stelle z = —¢ definiert als das komplexe Verhéltnis
der Amplitude der riicklaufenden Welle zur Amplitude der hinlaufenden Welle. Mit dem
Reflexionsfaktor ro = U, /U}, an der Stelle z = 0 ergibt sich

U, - eti7(=0) . .
e m =1y e I =y 7200 eI (3.36)
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Im{r}

A

N . Abb. 3.7: Transformation des Reflexions-
N - faktors durch eine verlustfreie Leitung
s (Darstellung in der Reflexionsfaktorebe-

ne)

Im Fall einer verlustbehafteten Leitung nimmt der Betrag des Reflexionsfaktors mit
wachsender Entfernung von der Reflexionsstelle z = 0 exponentiell ab. Fir sehr lan-
ge verlustbehaftete Leitungen folgt hieraus, dass an ihrem Eingang immer 71 = 0 ist,
gleichgiiltig, mit welchem Wert Z5 die Leitung abgeschlossen ist. Am Eingang einer sehr
langen Leitung »sieht< man also stets den Wellenwiderstand der Leitung. Hieraus ist
freilich nicht zu folgern, dass die eingespeiste Wirkleistung in optimaler Weise dem Ver-
braucher Zs zugefiihrt wird. Die Reflexionsfreiheit ist in diesem Fall auf die Umsetzung
der gesamten Wirkleistung in den Verlustelementen der Leitung zuriickzufiihren.

Bei einer verlustfreien Leitung (o = 0) ist die Amplitude des Reflexionsfaktors auf
der gesamten Leitung konstant. Der Reflexionsfaktor erfihrt bei Entfernung von der
Last in Richtung Generator lediglich eine Phasendrehung entsprechend e=72%¢, Um den
Eingangsreflexionsfaktor 1 zu bestimmen ist also der Zeiger 79 in der Reflexionsfak-
torebene um den Winkel —23¢ zu drehen (Abb. 3.7).

Die einfache Bezichung (3.36) kénnen wir dazu verwenden, die Eingangsimpedanz
7 einer verlustbehafteten Leitung mit Wellenwiderstand Zp, und Abschlussimpedanz
Zs zu berechnen. Hierzu schreiben wir (3.21) in entnormierter Form als

1+T1
1—7“1.

7y =7y, (3.37)

Nach einigen Umformungen unter Verwendung von (3.36) und (3.22) in der Form

2271 _
2 - 2t

rH=
! 29+ 1
und mit
et — et
m = tanh’y@
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folgt schlieflich die Transformationsbeziehung

Zoy + Zy, tanh £

W=, 3.38
! LZL—i-Zg tanh ¢’ ( )
die im Fall einer verlustfreien Leitung (v = j3) wegen tanhz = —j tan jz ibergeht in
die einfachere Form
Zo + 721, tan 614
=21 ———— . 3.39
L L 2y tan BE (3.39)
Die Umkehrung von (3.38) lautet
7y — Zyp, tanh v/
Zo = 7, 2L ZLANY (3.40)

Zy, — Zy tanhyf

Sie kann benutzt werden, um bei bekannten elektrischen Eigenschaften v/ einer Leitung
von der Eingangsimpedanz Z; auf die Abschlussimpedanz Z5 zuriickzurechnen.

A/4-Leitung

Als wichtigen Sonderfall betrachten wir ein verlustfreies Leitungsstiick von der Linge
einer viertel Wellenldnge. Mit ¢ = A/4 ist §¢ = 7 /2. Dieser Wert unter der Vorausset-
zung a = 0 eingesetzt in (3.36) ergibt

ry = —re (341)

und hieraus folgt weiter

1
=—. 3.42
as=_ (3.42)
Durch Entnormierung dieser Beziehung mit Zj, folgt ebenso wie aus der Bestimmung
des Grenzwertes limgy_ /2 Z1 aus (3.39) der Zusammenhang
71,2
7y = —. 3.43
= (3.43)
Damit erkennen wir die Bedeutung einer \/4-Leitung. Sie transformiert einen rellen Wi-
derstand in einen anderen ebenfalls reellen Widerstand. Das Transformationsverhéltnis
kann durch Wahl des Wellenwiderstandes beliebig eingestellt werden. Zu beachten ist
jedoch, dass diese Transformation gerade wegen der Bedingung £ = A/4 nicht besonders
breitbandig erfolgt.

3.2.2 Stehwellenverhéaltnis und Anpassungsfaktor

Wir haben bereits festgestellt, dass sich auf einer Leitung im allgemeinen Fall zwei
gegenlaufige Spannungs- und Stromwellen Uberlagern. Ursache fiir das Auftreten einer
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riicklaufenden Welle ist eine vorgegebene Impedanz, wenn sie vom Wellenwiderstand
der Leitung verschieden ist!. Die Beziehung zwischen vorlaufender und reflektierter
Welle kénnen wir mit dem Reflexionsfaktor r beschreiben, der in fester Beziehung zur
normierten Impedanz z steht. Wir wollen nun untersuchen, wie sich im allgemeinen
Fall die Amplituden |U(z)| und |I(z)| von Spannung und Strom entlang der Leitung
verhalten und welcher Zusammenhang zur Abschlussimpedanz Zy besteht. Zu diesem
Zweck schreiben wir (3.7) unter Verwendung des Reflexionsfaktors ro = 7(0) in der
Form

U(z) = Uy (efjﬁz +ry- eﬂﬂz) (3.44a)
I(z) =1y (e‘jﬁz —rg- e'”ﬂz) . (3.44Db)

Nachdem die Betrdge |Uy| = |U(0)| und |I,| = |Un|/Z1 nicht ortsabhéngig sind, gilt
fiir die Betrage

U ~ |73 47y 437

(3.45a)

L) ~ |67 — ry - 302

. (3.45b)

Bei den betragsbestimmenden Termen handelt es sich um gegenlaufig rotierende Zei-
ger e~ 7P% und rye/P% mit gleichem Phasenmaf aber verschiedenen Betrigen. Die Span-
nungsamplitude |U(z)| ist dann maximal, wenn diese Zeiger gleich orientiert sind. An
welchen Orten z dieses der Fall ist, hangt von arg{ro} ab und ist hier von unterge-
ordneter Bedeutung. Es kann aber gefolgert werden, dass im Abstand Az = \/4 von
einem Maximum ein Minimum von |U(z)| auftreten wird, weil die gleichorientierten
Zeiger dann mit ihren entgegengesetzten Drehrichtungen um /2 fortgeschritten sind
und nunmehr entgegengesetzt orientiert sind.

Wenn die Zeiger e=7%% und r,e7%% gleich orientiert sind und in ihrer Summe daher
maximalen Betrag aufweisen, dann wird ihre Differenz einen Zeiger minimaler Lénge
ergeben, und umgekehrt. Wir kénnen also ferner folgern, dass ein Maximum von |U(z)]
mit einem Minimum von |I(z)| zusammenfillt. Ebenso ist |U(z)| gerade dann minimal,
wenn |I(z)| seinen groften Wert annimmt.

Entsprechend seiner Definition als Quotient aus der komplexen Amplitude von hin-
und riicklaufender Welle ist der Reflexionsfaktor r(z) immer dann reell, wenn die Zei-
ger e~ %% und rye’P* entweder gleich oder entgegengesetzt orientiert sind. Im ersten
Fall ist r(z) > 0, im zweiten Fall ist r(z) < 0. Dieses ist also jeweils am Ort eines
Spannungsmaximums bzw. -minimums der Fall.

Wir halten zusammenfassend fest:

e Der Abstand zwischen benachbarten Maxima und Minima der Spannung oder
des Stromes betrigt A/4.

LAllgemein treten reflektierte Wellen auch an allen Stérungen der Wellenleitergeometrie auf. Die-
se Storungen koénnen jedoch héufig durch ein Ersatzschaltbild aus konzentrierten Elementen be-
schrieben werden, sodass die hier gezeigte Behandlung reflektierter Wellen die Grundlage auch fiir
weitergehende Problemstellungen bildet.
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Zeiger bei Umax
3 Im

Ortskurve von Upe~76?
Ortskurve von U, eifB%

Ortskurve von Upe~7P8% 4 U, edP%

Zeiger bei Upnin

(a) Ortskurve von U(z)

Im

Zeiger bei Inin

—ﬁz/ \\

A

A

Zeiger bei Imax

A\

Re

N

o

x Ortskurve von Ije 752
Ortskurve von —I,elP*

Ortskurve von Ihe_jﬁz — I,eIB=

(b) Ortskurve von I(z)

Abb. 3.8: Konstruktion der Ortskurven von U(z) und I(z) durch Uberlagerung der komplexen
Zeiger von Spannung und Strom der hinlaufenden und der riicklaufenden Welle
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e |U(z)| und |I(z)| sind periodisch mit der Periode A/2. Dabei fallt Upax mit Iiin
zusammen und umgekehrt.

« Bei einem Spannungsmaximum ist arg{r} = 0°. Die Zeiger U,e /%% und U,e/P?
sind gleich orientiert.

« Bei einem Spannungsminimum ist arg{r} = 180°. Die Zeiger U,e 7% und U,e’%*
sind entgegengesetzt orientiert.

Die Zeiger U(z) und I(z) entstehen durch Uberlagerung der Zeiger Uye /%% und U, e75%
bzw. Ine™7%% und —I,e?%%. Dieses entspricht der Addition zweier komplexer Zeiger, de-
ren Spitzen sich mit zunehmender Koordinate z auf Kreisen mit i. A. verschiedenen
Radien bewegen. Die Winkelinkremente bezogen auf das Inkrement z sind gleich aber
mit entgegengesetztem Vorzeichen. Die zu iiberlagernden Zeiger haben also entgegen-
gesetzten Umlaufsinn. Hieraus folgt, dass die Ortskurven der Summenzeiger U(z) und
I(z) ursprungszentrierte Ellipsen mit den Halbachsen |Uy| + |U;| und |Uy| — |Uy| bzw.
[In| + |I;| und |[In| — |I;| sind (Abb. 3.8). Der Verdrehwinkel der Ellipsen héngt dabei
von der Phase ¢, des Reflexionsfaktors r9 ab. Aus den vorangegangenen Betrachtungen
ist aber klar, dass die grofie Halbachse der Ortskurve U(z) genau bei dem Winkel zu
liegen kommt, bei dem die kleine Halbachse der Ortskurve I(z) liegt und umgekehrt.

Ein Beispiel fiir den Verlauf von |U(z)| und |I(z)| zeigt Abb. 3.9. Es wurde dort
willkiirlich ro = j0,7 gesetzt.

Bei bekannter Amplitude |Uy| und bekannten Reflexionsfaktorbetrag |ra| konnen
wir den Maximal- und den Minimalwert der Spannung berechnen. Aus (3.45a) und den
vorangegangenen Uberlegungen folgt

Umax = max {|U(2)|} = |Un| + [U:] = |Un| - (1 +|r|) (3.46a)

Umin = min {|U(2)[} = [Un| = |U;| = |Un] - (L = r]) (3.46b)
und ebenso

Inax = max {|I(2)|} = [n| + [ = [In] - (1 + |r]) (3.47a)

Iin = min {|1(2)|} = |In| —|L| = L] -1 —|r]) . (3.47b)
Das Verhéltnis

UHlaX IIIla.X 1 + | r |
= = = 3.48
3 Umin Imin 1- |7,.| ( )

bezeichnet man als Stehwellenverhdltnis. Es hangt, ebenso wie die zur Last transportier-
te Wirkleistung Py nur vom Betrag des Reflexionsfaktors ab. Das Stehwellenverhéltnis
ist daher ein Maf fiir die Giite der Leistungsanpassung. Im Fall bestméglicher Anpas-
sung (|r| = 0) ist s = 1, bei vollstédndiger Reflexion (|r| = 1) nimmt s den Wert oo an.
Ein inzwischen weniger gebrauchliches Maf ist der Anpassungsfaktor

; (3.49)
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Umax B

Imax m

Umin ]

Imin ]

Abb. 38.9: Strom- und Spannungsamplitude auf einer Leitung. Im dargestellten Beispiel ist
ro = j0,7

der sich fiir passive Lastimpedanzen zwischen den Extremwerten m = 0 (vollstindige
Reflexion) und m = 1 (Anpassung) bewegt.

3.2.3 Blindleitungen

Mit Blindleitung bezeichnet man Leitungen, die mit einem Blindwiderstand abgeschlos-
sen sind. Zu den Blindwiderstinden zdhlen Induktivitaten, Kapazitdten und allgemein
auch der Leerlauf und der Kurzschluss. Blindabschliisse sind gekennzeichnet durch eine
rein imaginére Impedanz z = jx oder Admittanz y = jb. Durch Einsetzen in die Formel
fiir den Reflexionsfaktor zeigt man leicht, dass fiir Blindwidersténde

7| =1 (3.50)

gilt, weil |jz — 1| = |jz + 1|. Diese Eigenschaft ist dquivalent zu der Aussage, dass
Blindwidersténde keine Wirkleistung aufnehmen. Die Leistung der hinlaufenden Welle
wird vollsténdig reflektiert.

Weil die komplexen Amplituden von hin- und riicklaufender Welle gleich sind, wei-
sen sowohl |U(z)| als auch |I(z)| Nullstellen auf. Der in Abb. 3.9 gezeigte Verlauf der
Spannungs- und Stromamplitude geht iiber in den in Abb. 3.10 dargestellten Verlauf.
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Die vorliegende Uberlagerung zweier gegenliufiger Wellen gleicher Amplitude bezeich-
net man als stehende Welle im engeren Sinne.
Wir betrachten als Beispiel eine an ihrem Ende kurzgeschlossene Leitung. Mit zo =0

ergibt sich der Reflexionsfaktor ro = —1. Fiir Spannung und Strom am Eingang der
Leitung erhalten wir dann
Uy = Uy, (/7 — e73P%) = 25Uy sin B¢ (3.51a)
_ Un (s o g—isey _ 2Un
I = 7 (7P + 7770 = 7 cos 3¢.. (3.51Db)

Auch dieses Ergebnis bestétigt, dass an keiner Stelle z = —¢ Wirkleistung auftritt. Die
Phasendifferenz zwischen U; und I; betrégt 90°, unabhéngig von ¢. Die Eingangsimpe-
danz einer kurzgeschlossenen Leitung ist

U, . .

Zy = T jZytan Bl = jX (3.52)
und damit rein imaginédr. Der periodische Verlauf der Tangensfunktion mit Werten
—oo < tan B¢ < oo zeigt, dass Z; durch entsprechende Wahl der Leitungsldnge ¢ jeden
beliebigen induktiven oder kapazitiven Wert annehmen kann. Zum Beispiel ist X > 0
fir 0 < B¢ < m/2, der Eingangswiderstand einer kurzgeschlossenen Leitung ist also
induktiv, solange die Leitung kiirzer als A/4 ist. Fiir £ = A\/4 ist X unendlich grof,
der Eingang der Leitung ist einem Leerlauf dquivalent. An dieser Stelle tritt auch eine
Nullstelle des Stromes und ein Maximum der Spannung auf. Im Bereich 7/2 < ¢ < 7
ist X < 0. Der Eingangswiderstand bleibt kapazitiv, bis er bei ¢ = 7 wieder Null
wird.

Eine Leitung mit einem verschiebbaren Kurzschluss ist daher ein wichtiges hochfre-
quenztechnisches Bauelement, mit dem abstimmbar jedes Blindelement zumindest fiir
eine Frequenz realisiert werden kann. Prinzipiell wiirde jedes verschiebbare Blindele-
ment den gleichen Zweck erfiillen. Ein Kurzschluss kann aber technisch sehr definiert
realisiert werden. Gerade die Realisierung eines Leerlaufes bereitet Schwierigkeiten,
weil ein offenes Leitungsende immer eine Streukapazitét aufweist. Bei hohen Frequen-
zen kommt noch die Abstrahlung am offenen Leitungsende hinzu, wodurch sogar ein
merklicher Realteil des Abschlusswiderstandes entsteht.

Wegen (¢ = wl/cy zeigt X bei fester Leitungslinge den gleichen Verlauf tiber der
Frequenz f wie bei fester Frequenz {iber der Leitungsldnge ¢. Bei kleiner Leitungslan-
ge /A < 1 kann die Funktion X tan ¢ durch eine Ursprungsgerade wL angenéhert
werden. Mit tan 3¢ = 5 = 2w/ ergibt sich

2l
71 = jZL% = jwl/l (3.53)

mit der dquivalenten Induktivitit L'¢ = Zp¢/cy.

In der Néhe der Nullstellen und Polstellen von X = tan(wl/cy) verhilt sich eine
Blindleitung bei fester Lange jeweils wie ein Serien- und ein Parallelresonanzkreis. Mit
verlustarmen Leitungen kénnen so Resonatoren mit hoher Giite aufgebaut werden. Auf
Resonatoren und den Begriff der Giite werden wir in 5.2 ndher eingehen.
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