[EINFÜGEN VON DER AUSWERTUNG FÜR DIE LAUFZEIT DER DATENTRANSFERS]

Als weiterer Anhaltspunkt soll hier noch die Aussage darüber dienen, wie häufig Daten pro Zeiteinheit von den einzelnen Kanälen vom Oszilloskop zum Rechner transferiert werden können, um Aufschluß darüber zu erhalten wie ausführlich die weiteren Betrachtungen durchgeführt werden sollten.

Ziel:

Herausfinden, ob die unterschiedliche Implementierung der FFT Geschwindigkeitsvorteile beim Berechnen bringt. Es ist ersichtlich, dass je nach Häufigkeit der Berechnung sich Geschwindigkeitsvorteile – selbst im u-Sekundenbereich sich erheblich auf die Rechengeschwindigkeit auswirken können.
DFT - Algorithmen
Es ist bekannt, dass die Fouriertransformation eines zeitdiskreten Signals ein frequenz-kontinuierliches Spektrum ergibt. Zur Berechnung diskreter Spektralwerte wurde die diskrete Fouriertransformation (DFT) eingeführt. Weiterhin ergibt die Fouriertransformation kombiniert mit der Fouriertransformation zeitdiskreter Signale 

einer zeitdiskreten periodischen Funktion ein frequenzdiskretes periodisches

Spektrum. 
In der folgenden Abbildung wird ein zeitdiskretes Signal mit Abtastfenster dargestellt: 

[image: image1.emf]
Das gewählte Zeitfenster mit der Periodendauer Tp umfasst die Abtastwerte n = 0 bis

(K-1)TA und ist somit KTA lang. Es gelten hierbei folgende Beziehungen:
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Die Frequenzauflösung berechnet sich wie folgt:
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Das heißt: Werden im Zeitbereich K Abtastwerte aufgenommen, so ergeben sich,

aufgrund der oben genannten Beziehung, im Frequenzbereich genau K Spektralwerte mit dem

Abstand der diskreten Frequenz 
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. Die Summenformel der diskreten Fouriertransformation lautet wie folgt:
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Anzahl der Rechenoperationen bei einer DFT
Da x(n) durchaus auch komplex sein kann ergibt sich, dass bei der Berechnung 
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  reelle Multiplikationen und Additionen erforderlich sind [10].  Ist die Eingangsfolge reelwertig, dann verringert sich die Gesamtzahl der Operationen auf 
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und berechnet sich wie folgt:
· (N-1) komplexe MUL/ DFT
(jede komplexe MUL entspricht 2 reellen MUL 
(daraus die Anzahl von 
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 Operationen ableiten

· (N-1) komplexe ADD/DFT
(jede komplexe ADD entspricht zwei reellen ADD
(daraus lässt sich die Anzahl von 
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 Additionen ableiten

· Gesamtanzahl der Operationen = OP(MUL)+OP(ADD)
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FFT Algorithmen
Dieser Berechnungsaufwand der diskreten Fouriertransformation (DFT) kann durch den Einsatz von FFT-Algorithmen erheblich verringert werden, siehe dazu  auch [3]. Die FFT-Algorithmen führen auf eine Verringerung der Rechenoperationen durch eine Aufteilung der DFT in kleinere Transformationen. Zur Aufteilung der Transformationen gibt es zwei grundlegende Verfahren [1] - PFM (Prime Factor Map) und CFM (Common Factor Map).

PFM (Prime Factor Map)

Hierbei wird die Transformation der Länge N in mehrere Teiltransformationen zerlegt, wobei die Teiltransformationen der Länge Nq paarweise teilerfremd sein müssen. Diese Art der Zerlegung wird z.B. beim Primfaktor-Algorithmus (PFA) und dem Winograd-Algorithmus (WFTA) angewendet.

CFM (Common Factor Map)

Bei diesem Verfahren kann die Transformation in beliebige Teiltransformationen zerlegt werden. Diese Art der Zerlegung wird beispielsweise beim Mixed-Radix-Algorithmus, dem Radix-2- Algorithmus, dem Radix-4-Algorithmus und dem Split-Radix-Algorithmus angewendet.

Übersicht  der FFT Algorithmen

Für die Realisierung einer FFT auf der Basis von Restklassensystemen wurden die Radix-R-Algorithmen, der Split-Radix-Algorithmus, der Mixed-Radix-Algorithmus, der Primfaktor-Algorithmus und der Winograd-Algorithmus untersucht.  

Jeder Algorithmus weist besondere Eigenschaften sowie Stärken und Schwächen auf. Die Auswahl eines geeigneten FFT-Algorithmus hängt von den gegebenen Rahmenbedingungen ab. Zur Auswahl eines FFT-Algorithmus wurden folgende Kriterien für einen Vergleich herangezogen:
· Genauigkeit des Algorithmus

· Anzahl der notwendigen Operationen

· Zulassung möglichst vieler Transformationslängen N

Im Rahmen der Studienarbeit von Schmidt [4] wurden einige FFT-Algorithmen untersucht und miteinander verglichen. Alle untersuchten FFT-Varianten weisen die gleiche Genauigkeit auf und es ergeben sich nur von der Architektur abhängige Rundungsfehler. Weiterhin ist bei den modernen Rechnern davon auszugehen, dass die Fließkommamultiplikation nicht mehr wesentlich langsamer abläuft, als die Addition. Daher ist es wichtig, die Summe der notwendigen Additionen und Multiplikationen zu betrachten. Diese Summe bestimmt hauptsächlich die Rechengeschwindigkeit, mit der dieser Algorithmus ausgeführt wird[5]. Abschließend ist zu bemerken, dass die Transformationslängen aus Gründen der Genauigkeit fest vorgegeben werden, somit sollte die maximal mögliche Transformationslänge möglichst hoch sein. 
Zu den bekannteren FFT Algorithmen gehören:

· Radix-R Algorithmen 
· Primfaktor Algorithmus

· Winograd Algorithmus

In der nachfolgenden Betrachtung wird mit Berücksichtigung der o.g. Kriterien  auf die drei FFT Algorithmen näher eingegangen.
Radix-FFT-Algorithmen
Die Radix-R-Algorithmen beruhen auf der Forderung, dass die Transformationslänge N eine ganzzahlige Potenz der Basis R ist.
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Ausgehend von dieser Gleichung wird die Anzahl der zulässigen Transformations-längen umso stärker eingeschränkt, je größer die Basis R der Radix-Algorithmen gewählt wird. 
Radix-2 Algorithmus

Beim Verfahren des Radix-2-Algorithmus zur Indexzerlegung spaltet man die Folge y(n) durch eine fortgesetzte Halbierung in immer kürzere Teilfolgen auf, bis man zu Folgen der Länge N = 2 gelangt.
Radix-4 Algorithmus

Der Radix-4-Algorithmus ist, analog dazu der Radix-8-Algorithmus oder allgemein Radix-2N-Algorithmus, eine Weiterentwicklung des obigen Radix-2-Algorithmus. Der Hauptunterschied besteht darin, dass die Anzahl der zu verarbeitenden Datenpunkte eine Potenz von 4 bzw. 4N darstellen muss. Die Verarbeitungstruktur bleibt dabei gleich, nur dass in dem Schmetterlingsgraph pro Element statt zwei Datenpfade vier bzw. acht und allgemein 4N Datenpfade miteinander verknüpft werden müssen[2].
Primfaktor Algorithmus[5]
Dieser FFT-Algorithmus basiert auf ähnlichen Ideen wie der Winograd-Algorithmus, allerdings ist die Struktur einfacher und damit der Aufwand an Multiplikationen höher als beim Winograd-Algorithmus. Der wesentliche Vorteil bei der Implementierung liegt in der effizienten Ausnutzung des zur Verfügung stehenden Speichers durch optimale Anpassung der Blocklänge[5]. Für die geplante Anwendung hat dieser Algorithmus keine Bedeutung..

Winograd Algorithmus[5]
Bei diesem Algorithmus ist nur eine bestimmte, endliche Anzahl von Stützstellen der Anzahl N  möglich- maximale Blocklänge 5040. Die möglichen Werte für N liegen aber in dem Bereich bis 5040 dichter auf der Zahlengeraden als die Zweierpotenzen. Es ist damit eine bessere Feinabstimmung der Blocklänge möglich. Bei diesem Verfahren wird zwar die Anzahl der Multiplikationen gegenüber dem Radix-2-Algorithmus reduziert, gleichzeitig steigt aber die Anzahl der notwendigen Additionen. Diese Art der schnellen Fourier-Transformation besitzt in praktischen Implementierungen dann Vorteile gegenüber der Radix-2-Methode, wenn  z.B. der für die FFT verwendete Mikrocontroller keine eigene Multipliziereinheit besitzt und für die Multiplikationen sehr viel Rechenzeit aufgewendet werden muss. Für die geplante Anwendung hat dieser Algorithmus keine Bedeutung..

Zwischenfazit

Unter Berücksichtigung, der oben bereits erwähnten Kriterien können die zwei letzten Algorithmen, der Primfaktor Algorithmus und der Winograd Algorithmus, für die weiteren Betrachtungen ausgeschlossen werden. Diese bringen keinerlei Vorteile für die geplante Anwendung mit sich. 
Nähere Betrachtung der Radix-R Algorithmen
Für die geplante Anwendung spielen die Radix-R Algorithmen eine zentrale Rolle. Es ist zu beachten, dass die Komplexität des Codes mit steigender Basis zunimmt und auch da ein guter Kompromiss gefunden werden müsste. Der Vergleich der einzelnen Radix-R FFT Algorithmen aber ist nicht Thema dieser Ausarbeitung und würde umfangreichere Recherchen nach sich ziehen. Es ist nicht auszuschließen, dass durchaus schnellere Algorithmen als die der Radix Familie existieren. Diese Untersuchungen wären nicht zuletzt wegen der enormen Größe des Datenblocks von Vorteil, da der Einsatz von passenden Algorithmen bei größeren Datenmengen durchaus direkt Einfluss auf die Rechenzeit haben kann. Durch den modularen Aufbau der SW steht einer weiteren Optimierung des FFT Algorithmus nichts im Wege. 
Bei dieser Ausarbeitung wird nur auf die Realisierung der Radix-2/Radix-4 Algorithmen eingegangen und es werden die Vorteile gegenüber der klassischen DFT aufgezeigt. Anschließend wird die FFT nach dem Split Radix  Verfahren implementiert. Hier werden die Vorteile beider Verfahren(Radix 2/4) genutzt um noch einmal Rechenzeit einzusparen wobei der Aufwand für die Implementierung immer noch überschaubar ist.
Allgemeines
Man unterscheidet  zwei Methoden des Radix-R-Algorithmus zur Zerlegung der Indizes n und i. Die Zerlegung im Zeitbereich (DIT: Decimation In Time)

und die Zerlegung im Frequenzbereich (DIF: Decimation In Frequency) [6],[7].

Man spricht von einer Zerlegung im Zeitbereich, wenn bei der Zerlegung mit der letzten Stufe begonnen wird. In diesem Fall werden die Eingangswerte in zwei Blöcke, in gerade und ungerade Indizes, unterteilt. Der DIT Algorithmus liefert die Ausgangswerte in der richtigen Reihenfolge und die Eingangsdaten

müssen neu angeordnet werden. Bei dem DIF Algorithmus wird mit der ersten Stufe bei der Zerlegung begonnen. Dann befinden sich die Eingangsdaten in der richtigen Reihenfolge, aber die Ausgangswerte liegen in verkehrter Reihenfolge vor.  Der Rechenaufwand für beide Verfahren ist der gleiche. Praktischerweise, da alle Eingangsvariablen rein reelle Zahlen sind, wird hier die zweite Möglichkeit verwendet, da bei dieser die Ausgangsreihenfolge nicht sortiert werden muss.

Für die bessere Übersicht wird der so genannte Dreh Faktor (Twiddle-Faktor )definiert:
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Daraus folgt:
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Zu beachten ist bei der Betrachtung der notwendigen Rechenoperationen noch, dass je nach Typ der Anordnung (DIF/DIT) die Eingangs- bzw. Ausgangsfolge noch in die richtige Reihenfolge gebracht werden muss und somit ein weiterer Rechenaufwand entsteht. Weitere Betrachtungen zum Bit- Reversal siehe weiter unten.

FFT nach dem RADIX-2- Verfahren

Die Berechnung der DFT mit 8 Abtastwerten soll anhand der nachstehenden Tabelle

gezeigt werden. Der Indize i entspricht der Nummerierung der diskreten Frequenz und

der Indize n der Nummerierung der Abtastwerte. Laut Summenformel werden alle

Spalten einer Zeile aufsummiert um die Komplexe Frequenz X(j∙i∙
[image: image16.wmf]f

D

) zu erhalten.
Als Abtastfolge wird ein Sinussignal mit f = fA/8 angenommen.
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[image: image18.emf]
Betrachtet man die in Tabelle 1.1 dargestellten Multiplikationsfaktoren, so fällt auf,

dass die Faktoren einer Spektrallinie X(j∙i∙
[image: image19.wmf]f
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) sich ständig unter Änderung des

Vorzeichens wiederholen. Klammert man diesen aus der Summe aus, reduziert sich

die Anzahl der Multiplikationen von 8 auf 4. Diesen Effekt macht man sich bei der

Berechnung der Schnellen Fouriertransformation (FFT) zu nutzen. Die FFT selbst stellt

keine eigenständige Transformationsvorschrift dar, nur einen sehr effektiven

Algorithmus zur Lösung der diskreten Fouriertransformation.

Um diese Aussage genauer Prüfen zu können, wird die gleiche Tabelle nur für den

Ausdruck   
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 aufgestellt:
[image: image21.emf]
Wie schon in der ersten Tabelle dargestellt, treten einige Faktoren mehrfach auf. Um dies zu veranschaulichen, sind die Zeilen markiert, in denen sich das Vorzeichen der

Faktoren in einer gemeinsamen Zeile dreht und die Zeilen, bei denen sich das

Vorzeichen nicht dreht. 

Ein Beispiel:
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Wenn man die Untersuchung auf die  Spalten bezieht, so kommt man auf das gleiche Resultat. 
Zusätzlich zu den Abhängigkeiten in den Zeilen, betrachtet man auch die Abhängigkeit

der Spalten. Im Vergleich von Spektrallinie 2 und 6 wird deutlich, dass hier weiter

vereinfacht werden könnte:
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 EMBED Equation.3  
[image: image24.wmf])......

1

(

)]

6

(

)

2

(

[

)

(

)]

5

(

)

1

(

[

1

)]

4

(

)

0

(

[

)

6

(

2

-

×

-

×

+

-

×

+

×

+

×

-

=

D

×

×

-

A

A

j

A

A

A

T

x

T

x

e

T

x

T

x

T

x

x

f

j

X

p



Wie die Herleitung ergab, können die Berechnungen von geradem und

ungeradem Index vereinfacht werden. Dieses Verfahren wird im RADIX-2

angewendet, in dem die gewünschte DFT in 2 halbe DFT’s für gerade und ungerade

Indizes getrennt wird. Die entstandene halbe DFT kann anschließend nach dem

gleichen Prinzip wieder geteilt werden, bis letztendlich nur noch 2 Werte vorhanden

sind. Hierfür ist die zwingende Voraussetzung, dass die Anzahl der Abtastwerte einer

Potenz von 2 entspricht. 
Aufspalten der Eingangsfolge in 2 Folgen mit jeweils geraden und ungeraden Indizes:
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Ergibt:
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Ferner gilt:

(
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Zusammenfassend:
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Der oben beschriebene Sachverhalt lässt sich mit einem Signalflussplan darstellen, welcher auch als Schmetterlings-Graph bekannt ist:
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Am Beispiel der 8-Punkte DFT sieht Signalfluss der ersten Aufteilung wie

folgt aus:
1. Schritt


[image: image38.png]*(0)
x(2)
*(4)
x(6)
*(1)
*(3)
*(5)

x(7)

K2
DFT

K2
DFT




 
Quelle:[8]

2.Schritt
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Quelle:[8]

3. Schritt
[image: image40.emf]
Quelle:[8]

Es ist möglich, die Eingangsdaten gleich in die richtige Reihenfolge zu bringen, um so dann den Schmetterlingsgraphen für immer zwei aufeinander folgende Punkte anwenden zu können.

Die Anzahl der Rechenoperationen kann wie folgt bestimmt werden:
· Es sind (N/2)∙m Butterfly-Berechnungen durch zu führen wobei m dem Exponenten zur Basis 2 einer Eingangsfolge der Größe von N entspricht
·  Eine komplexe MUL pro Butterfly, im Falle von reellwertigen Eingangsdaten gilt
(Zwei reelle MUL pro Butterfly + 2 reelle Additionen



· 2 komplexe ADD pro Butterfly, im Falle von reelwertigen Eingangsdaten sind das 4 reelle Additionen 
 

FFT nach dem RADIX-4- Verfahren

Die Berechnung der DIT Radix-4 FFT erfolgt im Prinzip analog zur Berechnung der o.g. FFT nach dem Radix-2 Verfahren. Der Hauptunterschied besteht allerdings darin, dass die Eingangsfolge auf eine 4 Punkte DFT runtergeteilt wird. Hierbei gilt es folglich zu beachten, dass die Anzahl der Werte eine Potenz von 4 sein muss.
Aufspalten der Eingangsfolge in vier Folgen:
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Ergibt:
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Ferner gilt:
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Zusammenfassend:
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Der oben beschriebene Sachverhalt lässt sich auch wieder mit einem Signalflussplan vereinfacht darstellen:


[image: image61.emf]-j

-1

j

-1

-1

j

-1

-j

U(i)

V(i)

Y(i)

Z(i)

X(i)

X(i+K/4)

X(i+K/2)

X(i+3K/4)

i

K

W

i

K

W

2i

K

W

3


Während bei der Anzahl der komplexen Multiplikationen gegenüber dem Radix-2 Algorithmus noch eine pro Butterfly eingespart werden kann, steigt zunächst die Anzahl der komplexen Additionen von 8 auf 12. Diese Steigerung der Additionen aber kann rückgängig gemacht werden sodass unter dem Strich eben eine komplexe Multiplikation weniger pro Butterfly benötigt wird. 
Die oben bereits hergeleiteten Gleichungen für den Radix-4 lassen sich auch als Matrize in folgender Form angeben:
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· Reale Berechnungen FFT/Reelle Eingangswerte FFT und Berechnung von zwei Datenblöcken beschreiben, es wird ein Leistungsspektrum gebraucht
· Überlegen ob es nicht schneller ist, wenn per Faltung das Leistungsspektrum berechnet wird
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