Signale und Systeme: Die Laplacetransformation

5. Laplacetransformation

5.1 Ubersicht Laplacetransformation

Die Laplacetransformation ist eine Verallgemeinerung der Fouriertransformation.
Vorteile:

Es kdnnen auch Transformierte flr Signale angegeben werden, fur die keine
Fouriertransformierte existiert.

Es ist eine grafische Darstellung der Transformierten moglich, die eine erweiterte und
einfache Einsicht in Signale und Systeme ermoglicht.

Vorgehensweise:

Aus der Fouriertransformation

v

Zweiseitige Laplacetransformation

v

Einseitige Laplacetransformation

Anwendungen der Laplacetransformation:

> Losen von Differenzialgleichungen

> Untersuchung der Stabilitat von Systemenind_ der Veranschaulichung derselben

> Untersuchung von minimalphasigen Systemen, Allpass, und dem idealen Tiefpass

> Reale Filter ( Tiefpass, Hochpass, Bandpass, Bandsperre )
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Signale und Systeme: Die Laplacetransformation

5.2 Einfuhrung

Die Fourier- bzw. Fourierrlicktransformation wird in der komplexen Ebene nur auf der
imaginaren Achse durchgefihrt.

x(t)=— | X(w)e'""'dw
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lalkt man den Integrationsweg auch auf3erhalb der imaginaren Achse zu, so erhalt man die
zweiseitige Laplacetransformation.
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Signale und Systeme: Die Laplacetransformation

Damit ergibt sich die Laplace- bzw. Laplacerucktransformation zu:
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Anwendung der zweiseitigen L-Transformation:

Lésung von Differenzialgleichungen, bei denen die Fouriertransformation keine Losung
mehr liefert.

Zusammenhang von X(s) mit der Fouriertransformierten X() einer Zeitfunktion x(t):

/{/S,}r',— = X'
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Xe - Xg

. qL=g
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Zur Normierung in der Laplacetransformation:

. . — 7
s=jw=j2mf =te=— )=
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Normiert: P = o = ix =0

Die Laplacetransformation ergibt sich aus der Fouriertransformation durch
Verallgemeinerung von jo auf s, wobei s = ¢ + jo ist.

Das Laplacetransformationspaar ist somit:

30 [ &
T VeE=

4
T
0 / //_/_, S

X(s)=] x(t)-e_”'crit
/ —0

Viee S=c
Ve
1 ot /
x(t)=—— X(s)-e"ds
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1./ Jee

Dieses Laplacetransformationspaar ist mit dimensionsbehafteten Grofden aufgebaut:

0 1 g+ jo o
X(s)= [ x(¢)-e*dt x(t)=m— (s)-e"ds
(s)=[ x(t)e TR

—00
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Beispiel: Zusammenhang zwischen der Laplacetransformation und der
Fouriertransformation

Fouriertransformierte von  x(7)=e “-s(¢) :
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Laplacetransformierte von x(t)ze"”-s(t) :
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Signale und Systeme: Die Laplacetransformation

Aus dem vorangegangenen Beispiel ist ersichtlich, dass die Fouriertransformierte nur fir
a>0 existiert. Fur a<0 wird das Fourierintegral unendlich.

Fourierintegrale konvergieren nicht fir alle Signale!

Das Laplaceintegral konvergiert auch fir a<0, wenn nur Re{s} > -a ist.

Re{s} > -a wird auch der Konvergenzbereich genannt.
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Aus dem Konvergenzbereich ist ersichtlich, ob eine Fouriertransformierte eines Signals
existiert:

Liegt die imaginare Achse ( der Intergations-
weg bei der Fouriertransformation ) im
Konvergenzbereich, so existiert eine
Fouriertransformierte, ansonsten nicht.

Kapitel 5: Seite 6 von 35



Signale und Systeme: Die Laplacetransformation

5.3 Die einseitige Laplacetransformation

Nimmt man an, dass die Zeitfunktion immer rechtsseitig ist und bei t = 0 beginnt, kann die
sog. Einseitige Laplacetransformation angewendet werden.

Beispiel:

Die Impulsantwort h(t) ist immer rechtsseitig.

Jedes bel. Signal x(t) fangt irgendwann einmal an und dieser Anfang kann
zu t = 0 gewahlt werden.

Damit ergeben sich die Transformationsgleichungen der einseitigen

Laplacetransformation zu:

unilaterale L-Transformation
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5.4 Eigenschaften der einseitigen Laplacetransformation

5.4.1 Linearitat

x,(1) O-® X (s)
x,(t) oo X

a-x,(t)+bx,(t) O® aX, (s)+bX,(s)

x(at) O-@ —X(i) (@ > 0)

s(t)x(t) o-e X(s)

—St,

s(t—t,)x(t—t,) 0@ X(s)e'"
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5.4.5 Zeitdifferenziation

___________________________________ Xty o— X
W o (50) XE)

of r-

SruaelAp
5.4.6 __Zeitintegration Hd{ .
Tk
x(t) Oe X(&)
[x(t)dt o-® %-X(s)
5.4.7 _Faltung im Zeitbereich
g(t) e ht) e y(t)
5 o i
X He) Jis =Xjs) o

y(0)=[ x(0)h(t=7)dt=x(t)xh(2)
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5.5 Die Korrespondenzentabelle der Laplacetransformation

5(t) o 1 Vs
S(t—t,) O @ " Vs
1
s(t) Oo@ — R[s]>0
s
" s(t) O 1 R[s]>0
(I’l—l)/ s"
s(t)cos(wyt) O-@ — 5 5 R[s]>0
s +w,
) Wy
s(t)sin(wyt) o @ S5 R[s]>0
s +w,
s(t)e *-cos(w,t) O @ S+20( . R[s]>—a
s+o) +w
(s+a) +wyp
s(t)-e “sin(wyt) O-@ wg > R[s]>—«
s+a) +w
(s+o) +uw,
s(t)ye™ O@ 1 R[s]>—«
— sto
" 1
s(t)e ™ O-@ R(s]>—a
(n—1)! ®) (s+ ) Ls]
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5.6 Die Laplacetransformation angewendet auf Systeme

Aus der Fouriertransformation ist bekannt, dass sich die Ubertragungsfunktion fiir RLC-
Schaltungen als eine sog. rationale Funktion (Quotient aus zwei Polynomen in (jo) )
darstellen lasst. Diese Polynome koénnen in die Produktform tberfihrt werden.

P M —2P
bHqukaukHJw?\
H (w)= s (1)
N

:]m

(Jo=v,)(jw— Vk ) (jw—g)

=1

b
Il

—
B

Ersetzt man in (1) (jo) durch s, so liegt die Systemfunktion H(s) als Laplacetransformierte

der Impulsantwort h(t) vor: Ey

H(s)=—2.£! i (2)

Diese Systemfunktion kann nun in Partialbriche zerlegt werden, wobei die
Partialbruchzerlegung so vorgenommen werden kann, dass nur Systeme 1. Ordnung und
2. Ordnung vorliegen:

A4, A, B,-s+C, B,s+C,
= + +...+ - + - (3)
(s=v, \?(s—v'l ) (s=va)(s=vy)
Wobei die & reell und’die v komplex sind. |

Die einzelnen Terme von (3) kdnnen nun mit Fllfe der Laplacetransformationstabelle in

den Zeitbereich transformiert werden. Die sich ergebende Impulsantwort h(t) setzt sich
also additiy aus lauter Teilimpulsantworten zusarnmen:

@,

h(t)= A e®’ ()+A s (t)+....+s(t) e cos/w, t+@,)+s(t)e™ -cos(w, t+P,)+

(4)

mit o« =R[v,] und w =\]v P-(R[v ] =3V ]
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Zur Untersuchung dieses Sachverhaltes wird das Ausgangssignal eines Systems fur
t—oo betrachtet.

Lasst man in (4) die Zeit t gegen Unendlich gehen, so ergibt sich fir die Impulsantwort h(t)
nur dann ein endlicher Grenzwert, wenn alle  €,<0 sind und wenn alle & =%R[v ]<0
sind.

Die & und die vk sind aber die Pole der Systemfunktion. Die Lage der Pole kann also zur
Beurteilung der Stabilitét eines Systems herangezogen werden.
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Anschaulich wird die s-Ebene oft in mehrere Gebiete eingeteilt, fur yﬂe JQ\ie Impulsantwort
h(t) charakteristisch ausfallt: i1 /
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5.7 _Anwendungen und Beispiele

5.7.1 _Losen von Differenzialgleichungen mit Anfangsbedingungen

Durch die Lage der Pole und Nullstellen in der s-Ebene ist das Amplituden- und
Phasenspektrum der Ubertragungsfunktion eindeutig festgelegt.

Aus dem Pol — Nullstellendiagramm konnen diese Funktionen qualitativ entnommen
werden.

Pole kdnnen fur ein kausales, stabiles LZI-System nur in der neg. s-Halbebene liegen.
Nullstellen kdnnen aber in der pos. oder neg. s-Halbebene liegen.

Diese freie Wahl der Nullstellen soll im Folgenden an einem Beispiel untersucht werden.

Beispiel: Ein System 2. Ordnung mit einem komplexen Pol- und Nullstellenpaar

Cyo v, (]00 vl)
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M{Q(ﬁf Lreuia a(’:‘c S aw olv &l.fa/r'uvée 7(_5;0;[?5/({ W&yd{g-_q‘

A U;pw e

Kapitel 5: Seite 13 von 35



Signale und Systeme: Die Laplacetransformation

Untersuchung der Phase am Beispiel:
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Liegen die Nullstellen zu den Polstellen achsensymmetrisch zur imaginaren Achse, dann
liegt ein sog. Allpass vor.

Beispiel: Pol-Nullstellendiagramm eines Allpasses mit 2 Polen:

j""'/-f., = ,Z;_
rz"/"‘—a = "{)(_ V
»- (-ﬁ’l = V;‘
Re
U,
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Behauptung: Jedes kausale stabile LZI-System kann in ein minimalphasiges System und

einen Allpass zerlegt werden®. Vo= ~¥,
Im Im Im
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In der Nachrichtentechnik ist es von gro3em Interesse, den Amplituden- u. Phasengang
eines Systems zu verandern. Dies kann mit Hilfe von LZI — Systemen erfolgen.
Diese LZI — Systeme werden auch Filter genannt.

Das einfachste Filter ist der ideale Tiefpass, der in dieser Form nicht realisierbar ist, sich
aber sehr gut eignet um die prinzipiellen Grundeigenschaften von Filtern zu untersuchen.

Es soll folgender Ansatz fur ein ideales TP — Filter gemacht werden:
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s:'z-f)L:'_" _{CDH(?!”_DQJ— LIPS o
Somit erhalt man also folgendes Ergebnis: t= ﬁ‘;
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Damit ergibt sich folgendes Ergebnis:
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Als nachstes soll die Frage untersucht werden, wie sich die Eigenschaften des Systems
auf die Impulsantwort auswirken:
hi= 1. 5;’(&, [+ —nﬂ
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Ebenso kann untersucht werden, wie die Sprungantwort von den Eigenschaften des

Systems abhangt: -
+ =t e f/= Ui (?‘—i‘-.}
o= [hldedT = ]_‘;‘T’?..si [u,(?'—t.,)} A7 ;_:: - o,
- Te—so |
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| Hew|
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- oyt 5 6
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In den bisher betrachteten Systemen hangen der Betrag und die Phase zusammen und
konnen nicht unabhangig voneinander vorgegeben werden.

Im Allgemeinen wird in Filtern nur der Betrag und nicht die Phase vorgegeben.

Der Betragsverlauf seinerseits wird in der Filtertheorie haufig logarithmisch als sog.
Dampfung angegeben.

Betrag der Ubertragungsfunktion:

VIS,
/H(d)/ - X(u)
Dampfung:
W I
a= a() —20/?,)%) ==20 /7 —)-(—(:)[ = — 20. IH(«J)!

Mit den Bausteinen R,L,C |asst sich z.B. ein idealer Tiefpass oder auch ein anderes Filter
das als Sollfunktion vorgegeben ist nicht realisieren, sondern nur annahern. In der Regel
werden daher als Forderung eines Filters Toleranzschemata vorgegeben:
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Je mehr Pole und Nullstellen in der Ubertragungsfunlg_tion vorliegen (gréRerer Aufwand der
Schaltung), desto steiler konnen die Filterflanken im Ubergangsbereich sein.

Die Aufgabe der Filtersynthese besteht darin, die Anzahl und Lage der Pole u. Nullstellen

so zu bestimmen , dass die Filterkurve im Toleranzschema verlauft.

Am Fall des Butterworthfilters soll gezeigt werden, wie man ausgehend von einem
Ansatz fur den Betrag der Ubertragungsfunktion zu den Pol-Nullstellenlagen kommt.

Ansatz: Der Betrag der Ubertragungsfunktion sei durch folgende Funktion
beschrieben:
H (w)] = —
o (1)
1+(—)
w

N — Ordnung des TP-Filters

g

1
w, —3dB - Grenzfrequenz (beider [|H(w) = 5 )

Veranschaulichung des Ansatzes:

v

Ziel: H(s) zu berechnen.
Aus H(s) kann dann eine analoge Schaltung angegeben werden.

}H{u}‘ 71’4104h‘1—rf1/| \ A aﬂ.’c'} VL/WM umﬁz.méé‘[comweq‘
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5.7.7.1 Tiefpasse

a) Butterworth — Tiefpass (Potenz — Tiefpass) bt
( Maximal flacher Verlauf von |H(w)| bei ® =0)
rﬁ // 23

[Kieis o
\,»aj‘t"@

Die Pole liegen auf einem Kreis um den Ursprung. Die Nullstellen sind im Unendlichen.

b) Tschebyschew — Tiefpass
( Die maximalen Abweichungen von |H(w)| im Durchlassbereich sin%onstant)

ﬂs = — f e !,'1 J = —= =
CES )y e
A H@)
o | ©

Die Pole liegen auf einer Ellipse. Die Nullstellen sind im Unendlichen.

c) Cauer — Tiefpass (Elliptisches Filter)

S=vw0
( Tschebyschewverhalten im Durchlass- und Sperrbereich ) ’ v
. Y= Lo5)Co52) (s=5) (s=s#) ($=5) |4 Hy = S— - 2 _,
() (sn) (5) (r-5,) (5] T
[H(w)|

Die Pole liegen auf einer Ellipse. Die Nullstellen liegen auf der imaginaren Achse.
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Signale und Systeme

5.7.7.2 Hochpass

: Die Laplacetransformation

o

5.7.7.4 _Bandsperre

T &)

T
y5sa

(5-5..) (s=5.,)(5-55)

Hg)=
€ (=5) (5-5:7) (¢ Sp.) (5501

i Wy = ] e

S oo J

ZJL_ fvfﬁ) = 7

£ oo

Kapitel 5: Seite 27 von 35



Signale und Systeme: Die Laplacetransformation

5.7.7.5 Laufzeitfilter

Bisher wurden die Pole u. Nullstellen so gelegt, dass sich der Betrag der
Ubertragungsfunktion moglichst gut dem idealen Tiefpass annahert. Die Phase wird dabei
nicht berucksichtigt.

FUr gewisse Anwendungen ist es notwendig eine mdglichst geringe Verzerrung der
Impulsantwort bzw. geringe Uberschwinger der Sprungantwort zu haben.

Dazu muss die Phase des TP — Filters mdglichst linear sein (s. Eigenschaften der
Fouriertransformation — ideales Laufzeitglied).

Die Linearitat einer Funktion kann sehr einfach in der ersten Ableitung betrachtet werden,
da sich dabei in Abhangigkeit der Frequenz ein konstanter Wert ergeben muss. Dieser
konstante Wert als Ableitung der Phase nach der Frequenz ist gleichzeitig die
Verzdgerung des Filters.

Diese Ableitung der Phase nach der Frequenz wird daher Gruppenlaufzeit genannt.

T, = _dé mit  p=arg(H(w))
dw

Bei den Laufzeitfiltern wird nun die Gruppenlaufzeit auf méglichst konstanten Wert bzw.
auf Tschebyschew-Verhalten optimiert.
archl) = @[zy

\4

a) Bessel — Filter

Maximal flacher Verlauf der Gruppenlaufzeit im Durchlassbereich.

b) Tschebyschew - Laufzeitfilter

Die maximalen Abweichungen der Gruppenlaufzeit sind im Durchlassbereich konstant.

(s. a. Praktikum)
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Signale und Systeme: Die Laplacetransformation

Zur Entnormierung von RLC - Filtern aus Filterkatalogen:

Die Entnormierung wird an einem Beispielnetzwerk entwickelt:

R, R
R . I
C L 3
— )
N
2 = oo guone L S
jwC R

Z ist eine dimensionsbehaftete GroRe
Z wird dimensionslos durch Normierung auf irgendeinen ohmschen Widerstand in der
Schaltung (z.B. Ry):

z, = 14+ R JoL, |
Ry, R, JjwCR,

Alle Terme sind nun dimensionslos
o taucht noch als dimensionsbehaftete GroRRe auf
Normierung von o:

R jww,/L 1
ZN = 1+R—+J . R]\ + "
v Ovfy 5 2w CR,
Wy
W
mit Q=—
Wy
L
Z, = 1+—+Q—"—+— 1
N Ry jQwyCRy
ra I ¢
Daraus folgen folgende Umrechnungsregeln:
=R R=R'-Ry
R, LR
L’: (DNL wN
R, C= C’
'=wy,CR, wyR,
NORMIERUNG — ENTNORMIERUNG
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Signale und Systeme: Die Laplacetransformation

Es existieren verschiedene Entwurfsverfahren. Hier sollen nur die Grundlagen und
Grundbegriffe der Filtersynthese erlautert werden.

Die theoretischen Ableitungen der Filtersyntheseverfahren sollen hier nicht behandelt
werden. Die Ergebnisse der Filtertheorie wurden friiher in Tabellen abgebildet, wahrend
heute daflr Filtersyntheseprogramme verwendet werden.

Das Grundprinzip der Filtersynthese mit Tabellen oder Programmen besteht darin, aus
den Forderungen an das Filter eine normierte Systemfunktion H(s) zu bestimmen. Aus
H(s) kann dann eine Realisierung mit Bauelementen angegeben werden.

Es gibt Tabellen bzw. Programme, die noch zusatzlich eine Realisierung mit RLC-
Schaltungen, Operationsverstarkerschaltungen usw. angeben.

5.7.8.1._Realisierung von analogen Filtern

Lange Zeit wurden hauptséchIich[l'\’_fg_-Filge_ﬂverwendet, da keine weiteren Filtertechniken
zur Verfugung standen. Fur tiefe Frequenzen (NF-Filter Niederfrequenz-Filter) ergeben
sich dabei aber allerdings relativ gro3e Induktivitatswerte (gro3e Spulen).

Aus diesem Grund traten sog. RC-aktive Filter die Nachfolge der RLC-Filter bei tiefen
Frequenzen an. Die RC-aktiven Filter bestehen aus den Bauelementen Widerstand (R),
Kondensator (C) und Operationsverstarker (OP) und werden dadurch aktive analoge Filter
genannt.
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Signale und Systeme: Die Laplacetransformation

a) RLC - Filter:

Tiefpass — Abzeigstrukturen:

.|

° 4 .« o

Die Dimensionierung und die Festlegung der Struktur erfolgt Gber Tabellenblcher oder
heute uber Programme.
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RC-aktive Filter:

Es gibt eine sehr gro3e Anzahl von Synthesemdglichkeiten fir RC-aktive Filter:
Es kénnen dabei zwei prinzipielle Gruppen unterschieden werden:

Kaskadensynthese (Serienschaltung entkoppelter Filterstufen zweiten und ersten
Grades)

Komponentensimulation (Simulation passiver Bauteile, wie z.B. Induktivitaten, durch
aktive Bauteile)

Zur Kaskadensynthese:

Die Pol — Nullstellen — Konfiguration eines Filters kann in Teilfilter zerlegt werden. Diese
Teilfilter werden durch RC — aktive Schaltungen realisiert.

X | III\

/‘)ﬂ L .

UU |
X / J|

Zu realisieren ist also:

1+cs
132 Hz(S 2 ) H3(S

1+@ @S / _ 1+a3s+b

\/

Kapitel 5: Seite 32 von 35



Signale und Systeme: Die Laplacetransformation

Es existieren verschiedene Schaltungen zur Realisierung dieser Teilfilter.

Z.B. Die Realisierung der Ubertragungsfunktion 1. Grades:

cz

|
—

5]
- Lz

Z.B. Die Realisierung der Ubertragungsfunktion 2. Grades:

= i

D Rz =

3]
2
) (3

Die Ubertragungsfunktion fiir obige Schaltung ist:

é& !zl

Uz(s) _
U,(s) R,R, )
1+C1 R2+R3+R— 'S+C1C2R2R3‘S
1
\\_/ b,
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Signale und Systeme: Die Laplacetransformation

Die Dimensionierung der Schaltung wird Gber einen Koeffizientenvergleich mit der zu
realisierenden Ubertragungsfunktion durchgefuhrt.

Die Kaskadierung, also Serienschaltung der einzelnen Teilfilter, flhrt zur Realisierung der
gewulnschten Gesamtfilterfunktion.

Diese Kaskadierung ist nur dadurch mdglich, dass der Operationsverstarker eine

Urspannungsquelle am Ausgang besitzt. Man sagt, die Teilschaltungen sind voneinander
entkoppelt.

{ul J ) &
1, (5)= gi; H (s)= gﬁ; H, (5)= gﬁ;

D M= Hop)-Hy- My G)
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Signale und Systeme: Die Laplacetransformation

Zur Komponentensimulation:

In den passiven RLC-Abzweigschaltungen kdénnen die Induktivitdten durch aktive Bauteile
ersetzt werden. Dazu kdnnen sog. Gyratoren eingesetzt werden.

Die folgende Schaltung zeigt den inneren Aufbau eines Gyrators:

—_—
T /L74ka£.h
I‘:jz'(’,z
U +
L Ol T
— gl C —
\ yau.w[(mu./{w!/{.%ch;g L/.;,yg-g/g'v fe_{/
T /SP"“‘”‘U"PWIMM»’ZC gﬁf(yh?&ﬂ4/

Die Analyse der Schaltung ergibt eine Impedanz, die den Kondensator C in eine

C
Induktivitat L mit L=

818>

umwandelt.

Diese aktive Schaltung in Verbindung mit dem Kondensator ersetzt damit eine volumindse
Spule.
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