4. Techni sche Real i si erung
Si e erinnern sich:

Ein Signal ist eine zeitlich veranderliche physikalische G 613e,
di e eine auf sie abgebildete Information tragt.

Hi er:

physi kal i sche G 6Re el ektri sche Spannung als I nformations-
trager

bi nar kodiert

| nf ormati on

Es ware denkbar, jedem Synbol der Menge B = {0, 1} ei nen bestim
ten, wohl unterschei dbaren Spannungswert zuzuordnen. Techni sche
Systene haben es aber an sich, Wrte nur innerhalb gew sser
Grenzen konstant halten zu kdnnen. Aus di esem G unde ordnet nman
j edem Synbol ei nen bestimten, wohlunterschei dbaren Spannungs-
berei ch zu, der auch unter extrenen Verhaltnissen (Tenperatur,
Bet ri ebsspannung, Last,...) eingehalten werden kann. Der nmathe-
mati sch kleinere der beiden Bereiche heilst "LOW ("L"), der
mat hemati sch groRere "H GH' ("H'").

al | genei n:

"ver bot ener
L Ber ei ch" H

TTL (Transi stor-Transi stor-Logik):

"ver bot ener
L Ber ei ch H
< >

oV + 0,8V + 2,4V + 5V

Man unt er schei det zwei Arten der Zuordung der Synbol e der Menge
B = {0,1} zu den Synbol en der Menge U = {L, H}:

positive Logiki: B <—> U negative Logik: B <—> U
0 <——>1L 0 <> H
1 <—>H 1 <—>1L

Beispiel 4.1 (Vorgriff auf Logi kgatter)
CGegeben sei ein Logi kgatter der Funktiony = f(x;,X,). D e tech-

nische Funktion y = f (x4, X,) mt y,x, %X, O{L, H sei durch die
unten in der Mtte angegebene Wahrheitstabell e beschrieben.
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x1 x2 y x1 x2 y x1 x2 y
0O 0| 0 |< L L L > 1 1 1
0 1 0 L H L 1 0 1
1 0 O H L L 0 1 1
1 1 1 H H  H 0O 0] O
| ogi sche t echni sche | ogi sche
Funktion in Funkti on Funktion in
positiver negati ver
Logi k Logi k
y = x1 0O x2 y = x1 0O x2

Interpretiert man di e techni sche Funktion in positiver Logik, so
ergi bt sich die linke Wahrheitstabelle. Wahlt nman die Interpre-
tation in negativer Logik, folgt daraus die rechte Wahrheits-
tabel | e. Ausl esen der Wahrheitstabellen (Vorgriff auf die BOO
LEsche Al gebra) liefert fir die positive Logi k die Konjunktion
(AND) y = x; O X, und die negative Logik die D sjunktion (OR) vy
= X, U X,

Ein Logi kgatter, das - in positiver Logik betrieben - ein AND
Gatter ist, ist - in negativer Logik betrieben - ein OR-Gatter,
und ungekehrt. Konjunktion und D sjunktion bilden ein duales
Funktionspaar (vgl. Dualitat der Wellen- und Teil chennatur des
Li chts).

Bauel enment eherstell er, die nicht wi ssen kénnen, in wel cher Logik
der Anwender ein Gatter betreiben wird, geben die Wahrheitsta-
bell en deshal b stets in technischen Pegeln U= {L,H an, obwohl
far jede Schal tkreisreihe eine Vorzugszuordnung definiert ist
(fdr TTL ist das die positive Logik). Anwender (und wir in der
Lehre) verwenden so gut wie i mrer die | ogischen Pegel B = {0, 1}.
| m Har dwar epr akti kum werden wir uns etwas genauer mt TTL-Gat-
tern befassen.

Noch eine Benerkung zum "Verbotenen Bereich". Ein Logikgatter
wi rd dann korrekt betrieben, wenn der Pegel nicht in den ver-
bot enen Bereich komt. Die Gatter "bringen" das aber (H nweis
far die "Bastler").

Eine altere Form der technischen Realisierung ist die mttels
el ektrischer Schal tkontakte. D ese Realisierung hat den Vorteil,
dalR sie gut verstandlich ist. Die BOOLEsche Al gebra wurde frUher
Uber haupt nur "Schal tal gebra” genannt, da di e Beschrei bung von
Rel ai sschal t ungen das erste technisch rel evant e Anwendungsgebi et
der BOOLEschen Al gebra war. Informationstrager ist hier der
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el ektrische Strom Den Synmbolen B = {0, 1} werden die Stromwerte
| = {0,1,} zugeordnet. Meist verwendet man die positive LogiKk.

Bei spiel 4.2:

X
o

1+ ® y=Xx Identitét
.

1t ® y=X Negation

Lt O& y=xq/AX, Konjunktion

Disjunktion

1l
I
Qi; :
<
i
>
<
>
n

5. Funktionen und Entwurf digital er Schaltungen
5.1. Konbi nat ori sche Schal t ungen
5.1.1. G undl agen
Wr sind bisher - eher intuitiv - bereits mt konbinatorischen
Syst enen ungegangen und wol | en nun begi nnen, die Betrachtungen
t heoretisch zu untermauern und weiterzuf Ghren
Konbi nat ori sche Systene sind Systene, bei denen di e Bel egung
Y = Yi¥2 - - Yn

an den Ausgangen ausschlielllich von den Bel egungen an den Ein-
gangen

X = XXz o Xpp

zum gl ei chen Zeit punkt abhéngen.

x1— Konbi natori sches —>yl
X2— System —>y2
xm-—| 4;f>yn
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Das mat hemati sche Mttel zur Beschrei bung konbi natori scher Sy-
stene i st die BOOLEsche Al gebra (George BOOLE, 1815 - 1864). Ich
werde eine auf die technische Anwendung der BOOLEschen Al gebra
reduzi erte Ei nfldhrung bringen. Sie haben gewi se G undkennt ni sse
aus der Schule. AuBerdem wird die BOOLEsche Al gebra auch im
Rahrmen der Mat hemati kausbi | dung behandel t.

5.1.1.1. BOOLEsche Funktionen
Ei ne BOOLEsche (binare) Funktion ist eine eindeutige Abbil dung

k 1

f: B - B;

di e j edem Bi narvekt or
x OB" ={x | x = (X0 o v X ), x, O0{0, 1}, i =1, ... Kk}
ei nes der beiden El enmente der Menge

Bl = {0, 1

zuordnet. Da Bk genau 2k El emente besitzt und di e Zuordnung

der Werte 0 und 1 zu den Binarvektoren unabhangi g vonei nan-

k

der geschehen kann, gibt es 22 vonei nander verschi edene Funk-
tionen. In diese Zahl gehen auch alle Entartungen (Funktionen
von k-1, ... , 0 Variablen) ein.

Xq 01 Bezei chnung

f1 00 0 Konst ant e Nul

f2 01 Xq | dent it &t

f3 10 Xq Negat i on

4 11 1 Konst ant e Ei ns

Di e bi naren Funktionen Uber B1 = {x | (Xl)' Xq 0 {0, 1}}
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Xq 0011 Bezei chnung

X5 0101

f1 0000 | O Konstante O

f2 0001 Xq O X Konj unkti on, AND
fq 0010 | x, O ?5 | nhi bition

f4 0011 | x4 | denti t &t

fg 0100 ?I O x5 | nhi bition

f6 0101 | x, | denti t &t

f 0110 | x4 + X, = ?IEMZ 0 x1[§£ Antival enz, XOR
f8 0111 Xq O X Di sj unktion, OR
f9 1000 QI U fg = Xq [Fig NOR

fio | 1001 | x4 Ox, = ?IE&E 0 x40x, Aqui val enz

fqq | 1010 ?5 Negat i on

fip | 1011 | x5 - xq = ?5 0 x4 | npl i kati on

fi3 | 1100 ?I Negat i on

fig | 1101 | x4 - X, = ?I O x5 | npl i kati on

f15 1110 QI U fg = Xq [Fig NAND

f16 1111 1 Konstante 1

bi naren Funkti onen Uber 82 = {x | (xl,xz), X1 Xo 0 {0, 1}}



In den dritten Spalten der oben angegebenen Tabellen sind die
Funktionen in einer Form dargestellt, bei der neben den Kon-
stanten O und 1 nur die OQperatoren (Negation), O (Konjunktion)
und O (Di sjunktion) verwendet werden. Di e Negation, di e Konjunk-
tion und die Disjunktion bilden zusanmen ein funktionell voll-
st andi ges Syst em BOOLEscher Funktionen ("Al gebra der Logi k"), d.
h. alle BOOLEsche Funktionen sind mt ihrer Hlfe darstell bar
Es gi bt eine ganze Rei he sol cher funktionell voll stéandi ger Sy-
steme BOOLEscher Funkti onen:

- Konj unktion, Disjunktion, Negation ("Al gebra der Logik")

- Konj unktion, Negation

- Di sjunktion, Negation

- Inplikation, Negation

- Inhibition, Negation

- NAND

- NOR

- Antival enz, Konjunktion, Konstante ’1 ("Shegal ki n-Al gebra")
- Aqui val enz, Disjunktion, Konstante 'O’

Streng genommen, ist die Al gebra der Logi k nicht vollstéandig, da
sie nicht mnimal ist, d. h. es existiert wenigstens eine Unter-
menge der Funktionen der Al gebra der Logik, die ihrerseits voll -
standi g i st. Von besonderer techni scher Bedeutung sind di e NAND-
und die NOR-Funktion. Die beiden zuletzt aufgefihrten Systene
nennt man auch "schwach vol |l standi g", da sie neben BOOLEschen
Funkti onen auch eine BOOLEsche Konstante enthalten, ohne die
ni cht alle BOOLEschen Funktionen darstell bar waren.
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