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Es wird die Restwelligkeit eines passiven RC-Tiefpassfilters erster bis
dritter Ordnung abgeschétzt. Dazu wird das Ausgangssignal der ersten
Oberwelle eines PWM Signals mit 50 % Tastverhéltnis berechnet. Am
Ende wird alles in einem Graphen fiir die praktische Auslegung des Tief-

passfilters zusammengefasst und mit einigen Messwerten verglichen.
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1 PWM Signal

Abb. 1 zeigt ein PWM-Signal mit Signalamplitude Uy und Periodendau-
er T bei 50 % Puls-Pausen-Verhiiltnis. Bei diesem Tastverhiltnis ist laut
http://focus.ti.com/lit/an/spra490/spra490.pdf

die grofite Restwelligkeit zu erwarten. Die Periodendauer der PWM be-
tragt bei einem AVR mit Hardware-PWM:

1
T= % - 2" . prescale (1)


http://focus.ti.com/lit/an/spra490/spra490.pdf
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Abbildung 1: PWM Signal mit 50% Puls-Pausen-Verhiltnis

Entsprechend betréigt die PWM-Frequenz fpww:

f L (
PWM ™1 ™ ores - prescale

(2)

fo ist die Quarzfrequenz, res ist die Auflosung der PWM (8 fiir 8 bit, 9
fiir 9 bit, ...) und prescale der eingestellte Taktfrequenzteiler des Timers
(prescale = 1, 8, 64 ,...). Das PWM Signal kann mittels Fourierreihe in
eine Summe harmonischer Sinuswellen zerlegt werden. Da es achsensym-
metrisch ist, fallen alle Sinusterme raus. Auferdem fallen die geraden

Oberwellen raus. Die Fourierzerlegung lautet:
Uo 20Uy ,
Ult) = — _— 2n—1 t 3

Quelle: http://www.physik.uni-k1.de/aeschlimann/lectures/EXP1SS06/
23.Vorlesung25.07.06.pdf

Abb. 2 zeigt eine Fourierzerlegung des PWM Signals in seinen Gleich-
spannungsanteil und die ersten drei Oberwellen, sowie die Summe der

Komponenten.

2 Tiefpassfilter

Um aus dem PWM Signal eine saubere DC Spannung zu erzeugen, wird
im praktischen Fall ein passiver Tiefpassfilter verwendet, der die har-

monischen Sinusschwingungen aus dem Signal filtert. Man kann sicher


http://www.physik.uni-kl.de/aeschlimann/lectures/EXP1SS06/23.Vorlesung25.07.06.pdf
http://www.physik.uni-kl.de/aeschlimann/lectures/EXP1SS06/23.Vorlesung25.07.06.pdf
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Abbildung 2: Fourierzerlegung des PWM Signals in den Gleichspannungsanteil
(magenta) und die ersten 3 Oberwellen, sowie die Summe der
Komponenten

diskutieren, daf3 aktive Filter sinnvoller sind, aber personlich bin ich der
Meinung, dafl man sich dann ab einem gewissen Filteraufwand besser
gleich einen DAC kauft. Hier sollen nur passive RC Filter betrachtet wer-
den. Bei der Wahl eines RC Filters zur PWM Glattung ist ein Kompro-
miss aus 2 Eigenschaften zu finden. Zum einen soll die Restwelligkeit des
Signals moglichst gering sein. Zum anderen soll die gewiinschte Spannung
moglichst schnell erreicht werden. Leider sorgt eine starke Unterdriickung
der Restwelligkeit automatisch auch fiir eine langsamere Einstellbarkeit
der Spannung. Die blauen Kurven in Abb. 3 zeigen das Verhalten eines
einzelnen RC Filters. Oberhalb einer Grenzfrequenz fg fillt die tibertra-

gene Amplitude mit 20 dB pro Dekade ab. Die Grenzfrequenz betréigt

1

~ 27RC (4)

Ja

Eine Sinusschwingung bei der Grenzfrequenz wird um das v/2-fache abge-
schwicht. Schaltet man mehrere identische Tiefpassfilter hintereinander,
dndert sich das Verhalten entsprechend der griinen Kurven (2-facher Fil-
ter) oder roten Kurven (3-facher Filter). Die Grenzfrequenz bleibt gleich,
aber die Abschwichung bei hochfrequenten Signalen betrigt jetzt 40 dB
bzw. 60 dB pro Dekade. Wie in der Sprungantwort unten rechts darge-
stellt, dndert sich auch die Zeit zum Erreichen einer neuen Ausgangs-

spannung ein wenig.
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Abbildung 3:

Die Frage ist nun, wie ein RC Filter ausgelegt werden soll und welche
Performance (Ausregelgeschwindigkeit und Restwelligkeit) erwartet wer-
den kann. Die Ausregelgeschwindikeit ist relativ einfach, denn ein neuer
Spannungswert wird nach ungefihr ¢t = 5RC erreicht. Damit betrégt die
DAC Bandbreite fpac ca.

1
< -
fpac < FRO (5)

Die Restwelligkeit ist komplizierter zu berechnen. Im Folgenden soll die

Restwelligkeit mittels Laplacetransformation abgeschétzt werden.

2.1 1-facher RC Tiefpassfilter
Die Ubertragungsfunktion G(s) eines RC-Gliedes lautet

1

G =17 Rres

(6)

Nach Abb. 2 wird der stérkste Einfluss auf die Restwelligkeit von der
ersten Oberwelle erwartet. Diese erfahrt zudem die geringste Dédmpfung
durch den Tiefpassfilter. Um die Restwelligkeit abzuschétzen, wird da-

her das Ausgangssignal eines Tiefpassfilters fiir ein Eingangssignal U, (t)



berechnet, dal aus dem Gleichspannungsanteil und der ersten Oberwelle
besteht. U ol
Uin(t) = = + = -sin (27 fownat) (7)

Die Laplacetransformierte Uy, (s) des Eingangssignals lautet:

% 2U0w
25 w(s? 4 w?)

(8)

Es gilt w = 27 fpwm. Die Losung fiir das Ausgangssignal Uy (s) im

Bildraum lautet

1 Uy 20w
ou = G : % = T 5~ o 7 9 . o9\
Uout(s) (5) - Uin(s) 1+ RCs <23 + m(s? + w2)) )
Das Ausgangssignal 1483t sich als Summe des Ausgangssignals fiir die
Gleichspannung und des Ausgangssignals fiir die Oberwelle schreiben.

Fiir den Gleichspannungsanteil U%““"(s) gilt:

1 Us

gleich o 7T - - .=
U (S) - G(S) Ul (S) 1 + RCS 2s

out

(10)

Im Zeitbereich ist das einfach die Aufladekurve eines Kondensators, was
nicht erstaunt:

Use(6) = - (1-e77e) (11)

Diese Gleichung beschreibt im Prinzip, wie der Tiefpass auf eine Ande-
rung der gewiinschten Ausgangsspannung reagiert. Fiir die Restwelligkeit
ist das Ausgangssignal der ersten Oberwelle verantwortlich. Im Bildbe-

reich lautet das Ausgangssignal U2%"(s):

1 QUOCL)
Uober — . 19
out' (5) 14+ RCs 7(s?+w?) (12)

Nach Riicktransformation lautet das zeitliche Ausgangssignal U (¢):

2Up sin (tw) + 2C RUp w (efﬁ — Cos (tw))

ober _
Vo' (1) = (11 PR o)

out

(13)

Fiir grofle Zeiten ¢ > 5RC, also dann, wenn der neue Ausgangsspan-
nungswert anliegt, wird die e-Funktion Null und es bleibt nur die Rest-
welligkeit. Das gleiche Resultat ergibt sich durch Berechnung des Betra-
ges der Ubertragungsfunktion. Dies wiire hier einfacher, hat aber den
Nachteil, dafl nicht beliebige Eingangsspannungssignalformen berechnet
werden konnen. Unter Zusammenfassung der Sinusterme und Vernach-

lassigung der Phase des Sinus (interessiert nicht fiir die Restwelligkeit-



samplitude):

20Uy
1+ C? R2 w2

Die maximale Spitze-Spitze Restwelligkeit AUy bei 50 % PWM Tast-

verhéltnis und einem einfachen RC-Filter betragt also:

Uwelle (t) —

out

- sin (QWfPWMt) (14)

4U,
V14 C? R2w?

AU, = (15)

2.2 2-facher RC Tiefpassfilter

Die Ubertragungsfunktion von 2 hintereinandergeschalteten RC-Gliedern

lautet:
1

@) = i Rasy

(16)

Die langsame Anderung von Spannungssignalen ergibt sich wieder aus

der Reaktion auf den Gleichspannungsanteil:

: 1 U
gleich .\ _ T __ b 1
Uour " (8) = Gls) - Uinls) (1+ RCs)? 2s (17)
Und damit:
Ui’ (1) = ZO (1-e) - 2(]00; ee (18)

Liefle sich weiter vereinfachen, aber es ist bereits erkennbar, daf3 neue
Ausgangsspannungen nach ca. 5RC anliegen. Das Ausgangssignal der

ersten Oberwelle im Bildbereich lautet:

1 2U0w
(1+ RCs)* 7(s* +w?)

Uober (S) —

out

(19)

Nach Riicktransformation erhilt man:

2Up

ber ) 2 52 2 - 252, 3
Ugu(zr(t):m[sm()ﬁw)-(l—c R” w ) —2CRw cos(tw) + e CR~(tu+2C‘R+C Rtw )}

(20)
Auch hier interessiert nur der eingeschwungene Zustand nach 5RC, so

dafl der e-Funktionsteil rausfillt. Dann gilt:

Uwelle(t) _ 2Uo

= Jsin(tw) - (1 = C?R?w?) —2C Rw cos(tw
out W(02R2w2+1)2 [ ( ) ( ) ( )]

(21)



Unter Vernachléssigung der Phasenverschiebung lassen sich cos und sin

Term zusammenfassen:

. 2/(1— C? R2u?)? +4C2 B2
’ 7(1+ C? R2w?)?

Daempfung

Uwelle (t) _

out

-sin(t w) (22)

Die maximale Spitze-Spitze Restwelligkeit AUgs bei 50 % PWM Tast-

verhéltnis und einem zweifachen RC-Filter betrigt also:

1/ - 2 R2u?)? +4C2 R2u?

AU, =T - -
(14 C? R?w?)

(23)

2.3 3-facher Tiefpassfilter

Die Ubertragungsfunktion von 3 hintereinandergeschalteten RC-Gliedern

lautet:
1

(1+ RCs)? (24)

G(s) =

Die langsame Anderung von Spannungssignalen ergibt sich wieder aus

der Reaktion auf den Gleichspannungsanteil:

. ) v,
Uglezch s) = G(s) - Um §)=—_ - Y .
out ( ) ( ) ( ) (1 n RCS)3 5 ( )
Und damit:
leich U (% N 202) Z,LUitC‘tiR + %
Uout ™ (1) = ——* _ e oc'n (26)

4C? C? R?

Hab ich nicht mehr vereinfacht.
Ahnlich wie oben ergibt sich das zeitliche Ausgangssignal der Oberwelle

fiir den eingeschwungenen Zustand:

20Uy :
Urelle(t) = J(CPR3w? — 3C' Rw) cos (wt) + (1 + 3C? R*w?) sin (wt
t ( ) 7T(1+02R2w2)3 [( ) ( ) ( ) ( )]
(27)
Unter Vernachlassigung der Phase ergibt das
4\/(03}2%3 — 3CRw)? + (14 3C2R2w?)?
AUgs = Uy - (28)

m(1+ C2? R2w2)?

3 Filterauslegung

Mit obigen Berechnungen 148t sich die prozentuale Restwelligkeit AULOSS ei-

nes PWM Signals gegeniiber dem Produkt aus RC fpwy ermitteln. Die



Spannungsauflosung der PWM betriagt Up/2"*. Es scheint im Prinzip
nicht sinnvoll, die Restwelligkeit deutlich geringer als die Spannungsauflo-
sung zu wihlen. Daher zeigt Abb. 4 die relative Restwelligkeit gemeinsam
mit der Spannungsauflésung fiir verschiedene Bit-Tiefen in einem Gra-
phen. Aus diesem Graph kann das erforderliche Produkt R C fpw fiir
den Tiefpassfilter ermittelt werden. Mit der erreichbaren PWM-Frequenz
kann dann das erforderliche Produkt fiir RC' berechnet werden. Der
Graph zeigt zusétzlich Messwerte fiir die Ddmpfung bei Sinussignalen
(Sternchen) und bei einer Rechtfunktion (Kreise). Abweichungen sind
vermutlich Bauteiltoleranzen (hab den Kondensator nicht nachgemes-
sen). Die Messung wurde mit einem Frequenzgenerator und einem Oszi
bei einem Widerstand von 10k und einem 33nF Kondensator durchge-
fithrt. Offenkundig ist die Ndherung fiir die Berechnung der Restwellig-
keit iiber die erste Oberwelle schon ganz gut. Bei ,langsamen“ Signalen
sind die theoretischen Kurven falsch, da sie nur fiir eingeschwungene Zu-
stdande gelten. Die theoretischen Kurven wurden hier aus Tippfaulheit
einfach iiber den Betrag der Ubertragungsfunktion berechnet (die be-
rechneten Verldufe von oben liegen aber bei hoheren Frequenzen drauf,
sollten also stimmen).

FEin paar Aussagen aus dem Graphen:

e Die Berechnung der Restwelligkeit mit Hilfe der Dampfung der ers-
ten Oberwelle (PWM Frequenz) ist gut genug

e Der Umstieg von einem einfachen auf einen zweifachen Tiefpassfilter
bringt auf jeden Fall eine Menge, da der zweifache Tiefpassfilter die
gleiche Dampfung bereits bei weniger als 1/20 des RC Produktes
erreicht (ca. 20-fache DAC-Frequenz moglich). Weiteres Erhohen

der Filterordnung bringt dann immer weniger.

e Verdopplung der PWM Frequenz halbiert benttigtes RC Produkt
(Verdopplung der moglichen DAC-Frequenz)

Im Prinzip ist die Wahl des Widerstandes egal, nur das RC' Produkt
muss stimmen. Wiirde aber aus Sicherheitsgriinden den Widerstand so
wiéhlen, dafl bei versehentlichem Ein- und Ausschalten eines DC Signals
am PWM Pin die Strombelastungsgrenze des Pins nicht iiberschritten
wird (also irgendwas im k) Bereich). Gibt’s da vielleicht noch andere

Kriterien?
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Abbildung 4: Spitze-Spitze Restwelligkeit der ersten Oberwelle fiir verschiedene Tief-
passordnungen gegeniiber dem Produkt aus RC fpwyn und Span-
nungsauflosungsgrenze der PWM; Symbole: Sternchen: Messwerte fiir
Sinusddmpfung, Kreise: Messwerte fiir Rechteckfunktionsddmpfung
mit 2-fachem RC-Filter
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